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Como aplicacdo didatica da Relatividade Geral, implementamos, a partir da métrica de Schwarzschild, uma
simulagdo da érbita da estrela S2 em torno do buraco negro massivo Sagitdario A*. Verificamos que a orbita
simulada é quase uma elipse, com uma precessao lenta igual a observada recentemente. Nessa simulacgao utilizamos

os aplicativos Geogebra e Excel.
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As a didactic application of General Relativity and based on the Schwarzschild metric, a simulation of the orbit
of the star S2 around the massive black hole Sagittarius A* is implemented. We verified that the simulated orbit
is almost an ellipse, with a slow precession equal to the one recently observed. This simulation is performed using

Geogebra and Excel applications.
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1. Introducgao

Einstein em 1915 publicou a Teoria da Relatividade
Geral (RG) e, como uma aplicagao, calculou a precessao
da oOrbita do planeta Mercurio, ou seja, o avango do
seu periélio em torno do Sol. A precessdo calculada,
igual & observada, resolveu um problema importante
na astronomia e resultou no primeiro sucesso da nova
teoria [IJ.

Neste artigo, consideramos a precessao de uma orbita,
por sua motivagdo histérica e por considera-la dida-
ticamente adequada para uma introducao da andlise
dindmica (por simulagdo) na RG. Entretanto, o avango
do periélio de Merctirio [I] é um dngulo pequeno e dificil
de ser medido, sendo a sua simulagdo inconveniente
para ser reproduzida do ponto de vista didatico. Como
alternativa, optamos pela simulagao da precessao da
Orbita da estrela S2 em torno do buraco negro massivo
Sgr A*, muito maior que a da érbita de Merctrio. Além
disto, a excentricidade da érbita considerada é bem
maior do que a de Merctrio, facilitando a determinacao
do seu eixo maior. Salientamos também que esta escolha
tem um cardter atual servindo para testes recentes na
comprovacdo da RG em campos gravitacionais mais
intensos e em altas velocidades [2, [3].

Na Secao [2| apresentamos o sistema buraco-negro/
estrela considerado neste artigo. Introduzimos, na Se-
¢do Bl a métrica de Schwarzschild que utilizamos, na
Secao [ para obter a energia total desse sistema.
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A partir dessa energia, obtemos na Secao [f] as equagoes
de movimento. Na Secdo [6] apresentamos a simulagio
da precessdo e a comparamos com a precessao obser-
vada. Na Segdo [7] apresentamos os comentdrios finais
e no Apéndice o algoritmo e detalhes do programa
desenvolvido empregando os aplicativos Geogebra (muito
utilizado com finalidades didaticas) [4] 5] e Excel.

2. Sistema

O sistema M\m a ser considerado consiste num par de
massas isoladas M (buraco-negro Sgr A*) e m (estrela
S2) de dimensoes despreziveis, com a massa m movendo-
se em torno da massa M de posicao fixa na origem do
sistema de coordenadas (Figura|l) e separadas por uma
distdncia r limitada. Dada a massa de Sgr A* M ~
10% Mg, [6], e a massa da estrela S2 m ~ 10 Mg, [7], temos
que a razdo m/M ~ 1075. Logo, podemos considerar,
com boa aproximacao, m < M.

O raio de Schwarzschild para a massa M é dado por

_2GM

rs =

o 1)
onde ¢ a velocidade da luz no vacuo e G a constante
gravitacional. Tal raio define o horizonte de evento do
buraco negro, ou seja, a fronteira na qual, além dela,
nenhum evento pode afetar um observador externo [§].
Nao obstante, assumimos as seguintes condigoes: v K ¢
e r > rs, sendo v a velocidade da massa m.

Na Mecénica Cldssica Newtoniana (MCN) considera-
se que exista uma forca gravitacional de M atraindo a
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Figura 1: Orbita de m ao redor de M. No ponto P, si3o tomadas
as condicGes iniciais com a distancia minima rmin € a velocidade
MAaxima vmax. O comprimento 2a corresponde ao eixo maior da
elipse.

massa m. Por este motivo esta configuracao é denomi-
nada como sistema de forca central gravitacional (FCG)
e a métrica do espago Euclidiano é a de Minkowski que
nao inclui o tempo. Nesse caso, a orbita é uma elipse
fechada.

Inserindo-se uma massa M na origem de um espaco
inicialmente vazio, a métrica do espaco ao redor dessa
massa é alterada para a métrica de Schwarzschild [9] a
qual determina a dindmica do movimento da massa m.
A 6rbita relativistica é, aproximadamente, uma elipse
com precessao.

3. Métrica de Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild é dada por [9):

ds? = 2 dr? = guc? dt® — g, dr? — 2 dQ2, (2)
com os coeficientes métricos gy e g, dados por

gu=1-"=g1, (3)
r
sendo
dQ? = d#? + sin® 6 d?,
ou
dQ? = dy?

para 6 = 7/2 no plano equatorial. As varidveis r, e ¢
sdo coordenadas esféricas.
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Dividindo a equacdo (2)) por ¢2dt?, usando a equa-
¢ao e com a notacao & = dx/dt, obtém-se:

dt re 02 rs V2 -1/2
wm = (1-2 oG- ) (1)

onde v = \/7'“2 + 7202 + 12 8in% 02 € Vpaq = T S0, para
a massa m, respectivamente, a velocidade e a velocidade
radial.

Assumimos uma velocidade v muito menor que a
velocidade da luz e que r > rs. Entao, da equagao
pode-se afirmar que s &~ 1 e, portanto, dt = v, d7 =~ dr.
Pelas condigoes estabelecidas para o sistema M\m, na
Secao [2] estas aproximagdes permanecerdo validas ao
longo de todo o artigo.

4. Energia Total

Nesta secdo utilizamos a métrica de Schwarzs-
child para obter a energia total do sistema
M\m [10]. Multiplicando-se a métrica de Schwarzs-
child, equacao , restrita ao plano equatorial, por

(—mg,;})/(2d7?), e usando as equagdes (I) e (3)), além
de reordenar os termos obtém-se:

me? | , dt 2 (1 2GM
2 7\ ar rc?
Cm (AN e 2GM (e
) dr rc2 dr '
Da equacao anterior pode-se escrever:
9 % 2 _q mc? n GMm
9ut dr 2 r

m (dr\®  mr? dp 2 GM (dy 2
=— |\ +— =) —mr — ] .
2 \dr 2 dr 2 \dr

(6)

Identificando-se, na equacao @,

~ dt\? mc?
E=|¢gi(—) —1| — 7
|f]tt ( dT) ] 9 (7)
como a energia total do sistema M\m, ver [I] paginas
79 a 81, usando a igualdade

o GM (dp\*_ GM [ ,dp\?
2 \dr) = me?r3 dr

e sendo

2dy

L =
mr dr

o momento angular da massa m de teste com relagao a
posicdo da massa M, resulta para a energia total pela
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RG a seguinte equagio:
B |m ()T, me? (e
|2 \dr 2 dr

B <GMm GM L2>

r me2r3

=T+V. (8)

Por outro lado, pela Mecénica Classica Newtoniana
(MCN), ver [1I] pagina 148, temos:

m(dr)® ot A\ (GMm
2\ dt 2 dt T

=T+V. 9)

As equacgoes e @ diferem pelo termo proporcional
a 1/r%, que é uma nova contribuicio da RG que nio
aparece na MCN. Esse novo termo, nos limites de M —
0 e/ou de r — oo, implica numa pequena correcao
pela RG, na dindmica relacionada a uma forca central
gravitacional. Esperam-se, nesse caso, valores préximos
aos calculados na MCN (ver [I1] paginas 147 a 161), isto
é, sem a parcela proporcional a 1/73.

5. Equacoes de Movimento

A diferenca das érbitas previstas pela MCN e pela RG
é, principalmente, a precessdo de Schwarzschild, pois a
orbita cldssica da massa m, nas condi¢oes assumidas, é
fechada (eliptica) [I1].

A seguir, obteremos as equagbes do movimento por
meio da Lagrangiana a ser deduzida da energia total
pela RG dada pela equacao (8).

Escolhemos utilizar coordenadas cartesianas z, y. As-
sim, partindo-se da equagao , empregando a notagdo
de ponto para d/dt, usando a aproximacao dt ~ dr, ji
discutida, e a equagao r = /22 + y2, podemos escrever:

E=" [fz + (r</>)2] — [GMm 4 GMm (L>21

2 r 73 mc

m, . . GMm GMm [ L \?
:5(x2+y2)7 f‘i’ ( >

73 me

€20230182-3

Deduz-se deste resultado a Lagrangiana L = T — V
correspondente:

E:%(¢2+y2)+

GMTm 4 GMm <L>T . (10)

73 me

Usando esta tultima equacao aplica-se a equagao de
Lagrange

doL oL

dtd¢;  Og

para obter as equacdes de movimento:

L\?
P=ay = —GM% —GM () 3z (11)
T

me) 1P

j—ay= - —anr (L) 3 12
j=a=-Guk-on (L) B
Os termos proporcionais a 1/7"5 nas equagoes
e correspondem a contribui¢do da RG néo revelada
pela MCN e dao origem & precessao de Schwarzschild.
Sem eles a simulacdo gera resultados da MCN (e.g.
leis de Kepler). Como tais termos sdo muito pequenos
(comparados com os proporcionais a 1/r3), entdo os
resultados por revolugdo obtidos pela MCN sdo pouco
alterados pela RG.

6. Simulacao

A seguir obtemos as 6rbitas da estrela S2 integrando
as equagdes (|11)) e 7 com o algoritmo descrito no
Apéndice e com a condigdo inicial indicada, na Figura ]
pelo ponto Py e velocidade vy,.x. Para simular a érbita
30 necessdrios os valores de GM e (L/(mc))?, obtidos
a partir de dados da érbita desta estrela em torno do
buraco negro Sgr A*, conforme a Tabela

6.1. Parametros e condigao inicial

A simulac¢ao aqui é realizada normalizando-se a érbita de
uma revolucdo para a forma de uma elipse com semieixo
maior ¢ = lug e periodo T = 27 u¢, sendo ugq e ug,
respectivamente, as unidades de distancia e de tempo.

Tabela 1: Valores utilizados na simulacdo, sendo M a massa do buraco negro Sgr A* e m a massa da estrela S2 [2] [3].

Grandeza  Descricao Valor

T'min distancia minima da érbita até M 117.5ua

T'max distancia maxima da 6rbita até M 1919.5ua

Vmax velocidade maxima de m 0.025¢=7.5-10° m/s
a semieixo maior da elipse orbital lug

T periodo orbital 2w uy = 16.05 anos

€ excentricidade da elipse orbital 0.88

G constante da gravitagdo 6.67384 - 107 m? /kg s*
c velocidade da luz 2.998 - 10° m/s

ua unidade astronémica 1.496 - 10 m

Mg massa solar 1.989 - 103 kg
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A partir da Tabela [I] pode-se obter os valores destas
unidades (normalizadas). Para o perfodo orbital

T = 16.05 - 365 - 24 - 3600 = 5.062 - 108 s, (13)
introduzimos a unidade de tempo
T 7
lug = — = 8.05567- 107 s. (14)
2

Para o eixo maior a definimos a unidade de distancia

_ 117.5+1919.5 1496 1011
2 (15)
=1.52368 - 10" m

lug=oa

Os valores da velocidade maxima vy, da estrela
S2 (para r = rpim) e da velocidade da luz ¢ em
unidades normalizadas sao obtidas a seguir, a partir das

equacoes e e de dados da Tabela
ug 8.05567 - 107

max = 7.5 - 108
" 152368104 (16)
Uq
=3.96 =
Ut
bem como
q 8.05567 - 107
=2.998-108
‘ 152368104 (a7
uq
= 158.5 =
Ut

Deste modo e pela Figura |1} o ponto inicial é dado
em coordenadas cartesianas por Py = (0, —7min), sendo,
veja na Tabela

Tmin = a(1 —€) =0.12uq (18)

e, veja na equacao , a velocidade inicial dada por

u
vo = (3.96,0) =

Uy
correspondendo as condi¢des iniciais usadas no célculo
da érbita pelo algoritmo descrito no Apéndice.

Da equacao e da Tabelapode—se obter, ainda, o
valor da constante L/m em unidades normalizadas, veja
também a Figura

L ug?
= = h = vpaxa(l — €) = 0.475 -1

m Ut

(19)

Usando-se as equagoes (17) e (19) resulta, finalmente,
a equagdo para o primeiro pardmetro procurado (em
unidades normalizadas):

L2 h 0.475\ 2
_ — _ — o =9.1 —6 . 2 )
<mc> (c> (158.5) 9-107 ™ (20)

Note que
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sendo v a velocidade da massa m, e como 75 — 1 =
v/c — 0, entdo h/c — 0. Logo a equagao (20]) ter um
valor muito pequeno estd relacionado com os limites
estabelecidos para o sistema M\m do caso de estudo
(Secao [2)).

Para definir o segundo parametro GM se utilizam as
equagoes e ou dados da Tabela Considera-se,
ainda, a equagao

4723

M ="

(21)
deduzida para o sistema M\m pela Mecéanica Clas-
sica Newtoniana [II], e que corresponde a terceira lei
de Kepler. Como nos limites impostos por este sis-
tema (Segdo [2) a correcdo pela RG é muito pequena,
veja , (11) e , pode-se entdao assumir a seguinte
aproximagao para o caso de estudo:
4m%a3  ug?

GM ~ —— =

= = nT (22)

6.2. Precessao de Scharzschild

Os parametros e a condigdo inicial da subsecao sao
usados para se obter os 11 pontos da Tabela 2] escolhidos
da érbita de S2, entre os obtidos pelo aplicativo Geogebra
e indicados na Tabela 4, presente no Apéndice. Os
cinco primeiros A, B, C, D, E correspondem a primeira
revolugdo e os cinco ultimos G, H, I, J, K & centésima
primeira revolucao da estrela S2. O ponto X adicional
sera empregado no final da subsecdo [6.3]

Apresentamos na Figura 2] a primeira e a centésima
primeira revolucdes. Pontos de cada uma delas foram
transferidos para o Geogebra o que permite desenhé-las
para assim medir a precessdo Ay, indicada na Figura
e correspondente a 100 revolugdes, para comparar este
resultado com o valor divulgado na referéncia [2].

Com este procedimento construiram-se as duas elip-
ses apresentadas na Figura [2| aproximadamente iguais,
conforme indicado nas distancias dessa figura.

Como planejado, verificamos, por essas elipses, que
o valor do adngulo entre os seus eixos maiores é de
Ay ~ 19.9°. Logo o valor estimado para a precessdao

Tabela 2: Pontos transferidos ao Geogebra e representados na
Figura |2| (valores em unidades normalizadas).

Ponto t T Y

A 0.45 0.455973 0.61148
B 0.99 0.455872 1.147027
C 1.53 0.373914  1.493635
D 2.07 0.260216 1.718274
E 2.61 0.131516  1.84639
X 3.15  —0.00341 1.889017
G 636.87 —0.81767 1.535997
H 637.95 —0.81367  0.935276
I 639.03 0.217965 0.08842
J 640.11  —0.00969 1.345553
K 641,19 —0,37583 1,742461
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FQ=0.121

FP=1.886

FO=0.120
FN=1.889

Ap=19.916°

Figura 2: Revoluces obtidas pela simulacdo: a primeira
(ABCDE) e a centésima primeira (GHIJK). Os valores dos
segmentos s3o apresentados na unidade ug.

por revolugao pela simulacao realizada é de:

B % B 19.9°
=700 100

~ 119 (23)

Usando os comprimentos dos segmentos FO e FN, da
primeira revolucao da orbita simulada apresentada na
Figura 2| temos que

a(l —€) =0.12uqg
a(l+¢€)=1.89%uq

obtendo-se dai os pardmetros a (semieixo maior da
6rbita) e e (excentricidade da o6rbita):
a=1005u4 e e=0.881. (24)
Na Tabela [3| comparamos os valores simulados, equa-
coes e (24), com os observados no movimento da
estrela [2 [3]. Os valores sdo praticamente iguais, sendo
que as diferengas encontradas podem ser atribuidas
a existéncia de erros de interpolagdo, de aproximacao
(e.g. dt =~ dr, considerar a forma eliptica para cada
revolucdo), de integracdo numérica entre outros.

Tabela 3: Comparacdo entre valores simulados e apresentados
nas referéncias [2, [3]. Unidade de distancia uq = 1.52368 -
10" m.

Grandeza  Simulado Referéncia
a 1.005uq 1ug
€ 0.881 0.88
Agp 11.9' 12.0
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6.3. Resultados adicionais

Em complemento, para que se apresente uma andlise
mais detalhada desta simulagdo, a seguir serao calcu-
lados alguns valores adicionais importantes.

Em primeiro lugar se obtém a massa M do buraco
negro massivo Sagitdrio A* no centro de nossa Galdxia.

Usando-se as equagdes (L4), e para calcular
GM no sistema MKS, temos:

3 (1.52368- 10" m)®
GM =~ 1u% = ( mg
g (8.05567 - 107 s) (25)
=5.45-10%%m3 &2

e consultando-se o valor da constante G na Tabela 1,
resulta para a massa deste buraco negro o valor de

M =8.17-10% kg = 4.11 - 106 M, (26)

o que esta de acordo com a referéncia [2]. Usando-se as

equagoes , (117) e , e os dados da Tabela pode-

se também calcular

2GM 2.1
L _791.1070 in
2 15852 ta < (27)

=a(l —¢) =0.12uq,

rs =

ou 1.83-10'° km. Ainda, devido a equagdo ([)), obtemos

v2 rs —1/2
v A <1 - = ) =1.00064 ~ 1, (28)
c r
resultados que estdo de acordo com os limites fixados
para o sistema M \m simulado, Segao
Finalmente, vamos estimar o periodo T de uma
revolucdo da massa m por meio dos dados simulados
e pela aproximagao contida na equagao , da MCN,
para comparéa-los entre si.
O valor de ¢t = 3.15 (+0.015) u; no ponto X da Tabela[2]
corresponde ao intervalo de tempo de meia revolugao (de
O a X na Figura|2) e, portanto, Tgimu =~ 6.3 us. Por outro

lado, das equagoes e resulta

27a®/?  6.28-1.005%/2
GM'/2 "~ 1

TMCN = == 6.33 ut,

ou 16.2 anos. Verifica-se uma aproximacgdo entre os
valores Tgimul € TMmenN, esperada por ser muito pequena a
perturbacao causada pelo termo adicional devido a RG.

7. Consideracoes Finais

Foi desenvolvido um programa de simulagdo da pre-
cessdo da Orbita da estrela S2 em torno do buraco
negro Sagitario A*, com objetivo did4tico de aplicacao
da Relatividade Geral. Sobre este sistema da pesquisa
contemporanea resultaram valores (precessdo, periodo
de revolugdo, dimensdes e tipo da orbita, massa do
buraco negro, etc.) muito préximos aos apresentados
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na literatura. Consideramos assim que este programa
pode ser explorado em cursos sobre a Relatividade Geral
para que os alunos adquiram uma primeira experiéncia
de simulagdo nesta area da Fisica. Para concluir, con-
vém lembrar que na literatura podem ser encontradas
introdugoes didaticas aos efeitos relativisticos a partir
da geometria modificada por uma massa gravitacional.
Assim, na referéncia [I2] é apresentado um estudo
numérico para o modelo cosmoldgico relativistico de
Friedmann partindo de conceitos Newtonianos, tornando
acessivel a compreensao de alguns conceitos basicos da
Cosmologia. Por outro lado, na referéncia [I3] sdo anali-
sadas propriedades dos buracos negros e dos buracos de
minhocas obtidas pela Teoria de Gravitacdo de Einstein
(TGE) usando as métricas de Schwarzschild, Eddington
e Kruskal. Uma dedugao das equacbes da teoria de
gravitacao de Einstein para um curso de graduagao pode
ser encontrada em [14].
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Material suplementar

O seguinte material suplementar estd disponivel online:
Apéndice 1 — Algoritmo
Apéndice 2 — Programa
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