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Convecção  em um gradiente de temperatura 
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Atrator Caótico 
Sistema de Lorenz 



Ampliação do Atrator de Lorenz  



Ampliação do Atrator de Lorenz 
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Atratores do Sistema de Lorenz 
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Pontos fixos:
O ≡  (x ,  y,  z)  =   (0, 0, 0)

C ≡  ( b (r - 1),   b (r - 1),   r -1 )

ʹC  ≡  ( - b (r - 1),  - b (r - 1),   r -1 )

b =  8/3    σ  =  10      r > 0

Estabilidade  do ponto  O  é  determinada  pelos auto-valores  λ   da  matriz  jacobiana
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Ponto O  estável  no  intervalo    0<r<1,   pois  λi  <  0

r >  1  ⇒  Ponto O instável   
λ1>0 ⇒ var iedade instável unidimensional
λ2, 3< 0 ⇒ var iedade estável bidimensional
⎧
⎨
⎩

rs > r >  1  ⇒ Pontos C e ʹC estáveis, λ1, 2, 3 reais



rs > r > 1
C  e  ʹC atratores
Bacias  atração  separadas  pela  variedade  bidimensional estável  do  ponto  O

r0 > r> rs

λ1, 2 complexos,    Reλ1, 2 <0
C  e  ʹC atratores

r = ro = 13.93   ⇒   Órbitas  homoclínicas

r > r0 = 13.93⇒ caos transiente e caos

r < 24.06 ⇒ transiente caótico

r > 24.06 ⇒ atrator caótico
(coexiste com atratores C e ʹC )

r > 24.74 ⇒ C  e  ʹC pontos de sela
(atrator caótico persiste)
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Origem do Atrator 
Caótico de Lorenz 

Chaos 
Ott 

a)  O ponto fixo estável 
b)  O instável; C, C` estáveis 
c)  O instável, C, C` estáveis 
d)  Idem 
e)  Órbita homoclínica 
f)  Atrator caótico 



Atratores do Sistema de Lorenz 
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Essa equação possui raízes cujas partes reais não são positivas para r < ru =
2414

19 , logo C+ e C� são estáveis. Para r > ru aparecem raízes com parte real
positiva, logo todos os pontos de equilíbrio são instáveis.

c)

Figura 1 – Para r = 0, a origem é ponto
fixo estável

Figura 2 – Para r = 10, a origem é ponto
fixo instável e surgem dois outros pontos
fixos estáveis C+ e C�

Figura 3 – Para r = 20, existem órbitas
caóticas não atratoras (transientes)

Figura 4 – Para r = 24.5, coexistência
do atrator caótico com os pontos fixos
estáveis C+ e C�
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Figura 5 – Para r = 30, só existe o atrator
caótico

d)

Figura 6 – Expoentes de Lyapunov (no alto) e diagrama de bifurcação (em baixo). Em
vermelho está marcado o parâmetro do atrator da figura 5
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Mapa de Retorno do Atrator de Lorenz 
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Diagrama de Bifurcação para o Sistema de Lorenz 
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Transiente Caótico no Sistema de Lorenz 
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Atrator Caótico 
de Roessler 



Atratores do 
Sistema de Roessler 
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Diagrama de Bifurcação 
Sistema de Roessler 
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Atrator de Pêndulo Forçado 



Mapa Estroboscópico do Atrator da Equação de Duffing 
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Mapa Estroboscópico 



	
Caos	no	Circuito	Elétrico	de	Chua	
	
Parâmetros	de	Controle	
Controle	das	Oscilações	
Atratores	
	

•  M.	S.	BapPsta	e	I.	L.	Caldas	-	Physica	D	(1999).		
•  R.	O.	Medrano-T.,	M.	S.	BapPsta	e	I.	L.	Caldas,	
Physica	D	(2003).	
	



		Circuito	de	Chua	
•  .	

	
R	elemento	linear	por	partes	
	
•  Variáveis	dinâmicas:	

Vc1		tensão	
Vc2				tensão	
iL		corrente	



Circuito de Chua 

Curva Característica 
 
Linear por partes 



Periodic	A\ractor	

Vc1	voltage	across	C1	
	

Vc2	voltage	across	C2	
	

iL	current	trough	L	
	

Experiment 



Experiment	

•  Double	Scroll	Atrator	
		



O	Circuito	de	Chua	
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Fig.1. Circuito de Chua. R é a resistência não 
linear. 

Aplicando a lei de Kirchoff ao 
circuito: 
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Simetria ímpar: f(x)=-f(-x) 



Resistência	Linear	por	Partes	

Fig. 2. Curva característica da resistência linear 
por partes. 

Função da curva característica da 
resistência linear por partes: 
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Sistema	Adimensional	
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Atratores	do	Sistema	

Legenda: 
Período 1 
Período 2 
Período 3 
Período 4 
Período 5 
Período 6 
Rossler 
Double 
Scroll 

Fig. 3. Atratores no espaço dos parâmetros. 



Atratores no Espaço dos Parâmetros 



(a) (b) 

(c) (d) 

Fig. 4. Atratores: (a) Período 1, (b) Período 2, (c) Período 4, (d) Tipo Rössler. 



Atratores do Circuito de Chua 
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Atratores do Circuito de Chua 
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Atratores  
e  
pontos fixos 
 instáveis 



Coexistência de Atratores Caóticos no Circuito de Chua 



Órbita Homoclínica do Circuito de Chua 



Órbitas 
Homoclínicas 



Órbitas Homoclínicas 
Espaço dos Parâmetros 



Família de Órbitas Hoclínicas  
Espaço dos Parâmetros 



Circuito de Chua Perturbado 

Oscilação forçada 
 
Sincronização de dois circuitos 



Perturbação	Senoidal	
	

(Tese de doutoramento, Murilo Baptista, IF-USP, 1996) 



Sincronização de  
Dois circuitos de Chua 
 
(tese de doutoramento 
Elinei dos Santos 
IF-USP, 2001) 
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