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1- Introdução 

•  Sistemas Dinâmicos:  Conjunto de estados possíveis 
com uma regra de evolução determinística discreta 
(mapa) ou contínua (equação diferencial). 

•  Modelo: ideliazação simples, descreve algumas 
características do processo. Essas características são 
do processo e não devido às aproximações.  



2- Mapas Unidimensionais 
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Construção Gráfica de uma Trajetória 
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Órbita / Ponto Fixo 
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3- Estabilidade de Pontos Fixos 
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Órbita Estável de Período 2 
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Teorema

Estabilidade de Um Ponto Fixo  / Bácia de Atração 



ExemploExemplo

MapaLogístico xn+1=2 xn (1− xn )

Pontos fixos : 0; 0, 5 f (0)=0 e f (1)=0
"f (0)= 2 > 1⇒ ponto de repulsão
"f (0, 5)=0 < 1⇒ ponto de atração

Abaciadeatração de x=0,5é o intervalo 0< x<1

Exemplo 
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4- Pontos periódicos 
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Mapa Logístico xn+1=f (xn )= a xn (1−xn ) a=3,5

Pontos fixos instáveis :
f '  (0 )=3.5 f '(5/7)=−1.5 f (0)=0 e f (5 / 7)=0

Órbita periódica instávelcom período2:

f 2́(3/7) > 1 f 2́(6/7) >1          ff (3 / 7)=6 / 7 e ff (6 / 7)=3 / 7    



Órbitas com período k>2 

(f k (p1) ʹ) = ʹf (pk ) ʹf (pk−1)... ʹf (p1)

Note que (f k (pi ) ʹ) =(f
k (p j) ʹ)



5- Mapa Logístico 

atraçãodeponto12a)
a
1a(g

repulsãodeponto1a(0)g
a
1a0;x1xox3,a1Para

0x1xox1,a0Para

)x(1xa)(xgxLogísticoMapa

o0

o0

nnna1n

⇒<+−=
−

ʹ

⇒>=ʹ

−
→⇒<<∈∀<<

→⇒<<∈∀<<

−==+



estáveisórbitasasobservamosnteNumericame
)aqualquerpara(xatratorMesmo

)x(atratorhánão4,aPara

3...2,1,n,2período:períodosdeDuplicação
4período2período3,45a  Para

2período1período3a  Para
caóticas).dasalém(

periódicasórbitasnovas4,a3Para

0

n

∀

∞→>

=

→=

→=

<<



Não Invertibilidade do Mapa Logístico 
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Dependência com o Parâmetro de controle 
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Órbita com período 2 
Ponto fixo (período 1) 

Construção gráfica de uma órbita 

Órbitas Periódicas do Mapa Logístico 
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Órbita Caótica 
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Diagrama  
de Bifurcação 
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Diagramas de Bifurcação Ampliados 
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Mapa Logístico 

Diagrama de Bifurcação 
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Mapeamento de ordem 3 
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Mapeamentos com Ordens Diferentes 
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6- Sensibilidade às Condições Iniciais 
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Exemplo de Sistema Sensível às Condições Iniciais 
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Sensibilidade às Condições Iniciais 



7- Itinerários 
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Itinerários 
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Transições 

Alligood et al. 
Chaos 


