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Hamiltonianas separdveis

e Equagdes de Hamilton
: OH : OH
- e =

® Integracao numérica - Integrador convencional

n n OH
q = + Aty ’
Pjl(g(m, ptn) (1)
n+1 n oH
pi =P — At
9q; (g(n),p()

nos quaisj = 1a2a (s Nv q= (qlaCI27~--,CIN) ep= (p17p27 "'apN)'
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e Integracao numérica - Euler simplético

n n OH
qJ 1 - q_/ + Ata— ,
Pj (g, pm) 2)
n+1 n OH
4j [ (gtn+1) p(m)
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Hamiltoniana do Péndulo

2

p
H(q,p) = om —Ccosq

(a) Considerando a Hamiltoniana adimensional do péndulo simples, descrita pela equagdo
acima, escreva as expressdes para q("t1) e p("1) para 0 método de Euler convencional.

(b) Realize a implementagdo computacional do método de Euler convencional para resolver as
equagdes de movimento do péndulo simples.

(c) A partir do programa desenvolvido no exercicio anterior, construa curvas de g(t) x t e
p(t) x t considerando dois conjuntos de condi¢des iniciais. Primeiramente, escolha uma
condicdo inicial que resulte na libragdo do péndulo. Em seguida, escolha uma condicdo inicial
que resulte na rotagdo do péndulo. Em cada caso, utilize trés valores distintos para o passo de
tempo, t = 1071,1072,1073, colocando as trés curvas em um mesmo grafico. Comente os
resultados, ou seja, avalie se as curvas obtidas sdo consistentes com o comportamento
esperado para as varidveis g(t) e p(t) do péndulo simples.
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Figura 1 - Libragae do péndulo simples
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Figura 2 — Rotagdo do péndulo simples

rd
I ] a1
/ 3
o
o
r o 1 29
/ ’

ya 28

L i i
ra =, 27

/

/ 26

L p i

i~
/ 25
s /
r ./ 1 24
~
P
e 23
o
0 1 2 3 4 B 7 ]

At =107
———At=10""
------ — A =107




(d) Verifique numericamente o comportamento da energia total do péndulo simples. Com este
objetivo, construa os graficos de E(t) x t para as duas condi¢3es iniciais utilizadas no exercicio
anterior. Utilize novamente os trés valores distintos para o passo de tempo,

t =10"1,1072,103, colocando as trés curvas obtidas em um mesmo grafico. Anexe as
figuras elaboradas ao seu trabalho. Comente os resultados, ou seja, avalie se as curvas obtidas
sao compativeis com o comportamento esperado para a energia total do sistema.
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libragao do péndulo simples

Figura 3 — Energia de
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Figura 4 — Energia de rotagéo do péndulo simples
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(e) Construa os graficos de p(t) x g(t) para as duas condi¢cdes iniciais utilizadas nos exercicios
anteriores. Em cada caso, utilize novamente os trés tamanhos de passo de tempo,

t =1071,1072,1073, colocando todas as trés curvas em um mesmo grafico. Anexe as figuras
elaboradas ao seu trabalho. Comente os resultados, ou seja, avalie se as trajetdrias obtidas
numericamente apresentam o comportamento esperado do péndulo simples no espaco de fase.
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Figura 5 — Trajetoria de libragéoo do péndulo simples
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Figura 6 — Trajetdria de rotagdoo do péndulo simples
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(f) Considerando novamente a Hamiltoniana adimensional do péndulo simples, escreva as
expressdes para q("t1) e p("*t1) ytilizando o método de Euler simplético.

(g) Realize a implementacdo computacional do método de Euler simplético para resolver as
equagoes de movimento do péndulo simples.

(h) Reproduza as figuras anteriores, mas agora utilizando o integrador simplético.
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Figura 7 — Libragao do péndulo simples (versao modificada)
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ﬁgura 8 — Rotagao do péndulo simples (versao rnodmcada}
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Figura 9 — Energia de libragao do péndulo simples (versdo modificada)
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Figura 10 - Energia de rotagdo do péndulo simples (versao modificada)
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Figura 11
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Figura 12 - Trajetéria de rotagao do péndulo simples (versdo modificad
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A alterag3o realizada sobre o programa, durante o exercicio do péndulo, produz um efeito drastico sobre

a aproximagdo numérica. Este resultado decorre do fato que o mapa Euler simplético preserva uma
importante propriedade estrutural das equagdes de Hamilton, as quais s3o caracterizadas como
simpléticas. Ou seja, considerando trés trajetérias separadas infinitesimalmente, designadas por
(p(t), q(t)), (p(t) + op(t), q(t) + dq(t)), temos que a quantidade

6%a=406p-0q —dq-6p,

conhecida como drea simplética diferencial, é independente do tempo. No caso de sistemas

Hamiltonianos com um tnico grau de liberdade, a quantidade §%a pode ser identificada como a 4rea de

um paralelogramo infinitesimal, conforme mostrado na figura 1.

q

P 'p’
(_c’lr’ )

(7) (%)

Figure: Area infinitesimal definida pelos vetores (8p,dq) e (6p’,0q").
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Em um espaco de fase bidimensional, a propriedade de conservagdo da drea simplética coincide
imediatamente com o teorema de Liouville, que determina a incompressibilidade do fluxo
gerado por sistemas Hamiltonianos. Portanto, para verificar se um método de integracdo é
simplético, precisamos apenas calcular o determinante Jacobiano do mapa que define o
integrador numérico. Ou seja, no caso em que

(n+1) L(n+1)
AP, g\ )| 1,
6(’0(”), q(”))

] =

podemos concluir que o mapa preserva areas e, consequentemente, é simplético.
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O método de integrag¢do correspondente ao mapa (3) é conhecido, apropriadamente, como
Euler simplético (ou Euler-Cromer). Considerando um sistema Hamiltoniano com N graus de
liberdade, o método de Euler simplético é descrito pelo seguinte mapa:

n oH
qj = - q_] + Ata )
Pj | (g(n+1), p(n)) (3)
n+l _ OH
p; — At—
9Gj | (g1, pln))

no qual g = (q1, 92, - ,qn), p = (p1,p2, .- ,Pn) € =1,2, ..., N. Diferentemente do mapa
(2), a definicdo (3) também ¢é aplicdvel a Hamiltonianas ndo separaveis, as quais ndo serdo
abordadas neste estudo dirigido.
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No presente estudo dirigido, consideramos somente o caso de Hamiltonianas separdveis, de

maneira que podemos escrever a seguinte realcdo:

H(p, q) = K(p) + U(q).

Como consequéncia da equacdo anterior, obtemos que

. OH 0K .
) oH ou .

Observe que o péndulo simples satisfaz as relacBes anteriores, ou seja, as derivadas da
Hamiltoniana em relacdo a p ou g dependem somente da prépria varidvel de derivac3o.
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Calculo de secdes de Poincaré

De maneira geral, o calculo numérico de secdes de Poincaré é composto por duas partes.
Primeiramente, precisamos de um método de integracao, o qual utilizamos para obter as trajetérias do
sistema dindmico a partir de diversas condicdes iniciais. Esta primeira parte do procedimento de
construcdo de um mapa de Poincaré estd representada no presente estudo dirigido pelo método de
Euler simplético. A segunda parte do problema consiste na deteccdo e calculo das interse¢Ges entre as
trajetdrias e uma superficie X, que define a secdo escolhida do espaco de fase. A proposta deste
apéndice € apresentar o método de Hénon para a avaliacdo numérica destas intersecdes [1].

Considere o sistema dindmico r-dimensional:

dpn
i _ ¢ ),
dt 1(,“17,“2; 7Iu’)
dpie
W = fQ(,U]_,,UQ,...,,lLr), (4)
du,
= fr ) sy Mr).
o (has p2s - pr)
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Sem perda de generalidade, podemos escolher as varidveis dindmicas de modo que a superficie
> seja definida por

Wr = 5, (5)

onde p; representa um valor particular da variavel u,. Agora, considere dois instantes de
tempo consecutivos do integrador numérico, representados por u(”) e u(”“), para uma
determinada condic¢do inicial 14(0). Podemos afirmar que esta trajetéria especifica do sistema
dindmico atravessa a superficie ¥, em algum ponto entre u("” e u(™1) no caso em que a
seguinte condic3o é satisfeita:

(n+1) (n)
(e = pp) (e — pi7) <0. (6)
Empregando a relagdo anterior podemos detectar o cruzamento da trajetéria com a superficie
Y. No entanto, os valores das varidveis (1, 112, . - ., lir—1), NO instante do cruzamento,

permanecem desconhecidos. Além disso, também desconhecemos o valor de t na intersecdo
entre a trajetdria e a superficie.
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Com o intuito de calcular os valores das varidveis dindmicas no instante exato da intersecio com a
superficie X, utilizaremos um simples artificio matemdatico: reformularemos o sistema dindmico de
maneira que a varidvel y, torne-se a varidvel independente. Ou seja, para f, # 0 nas vizinhangas da
intersecdo, podemos reescrever o sistema (4) no seguinte formato:

dm _h

dpy f,’

dpz _ f

dpy f,’

(7)

d,ur—l _ fre1
dur fr’

dt 1

dpr £
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Inserindo o sistema (7) em um integrador numérico, podemos determinar imediatamente os
valores de intersecao da trajetéria com a superficie 2. Este objetivo é alcangcado com a
utilizacdo do seguinte passo de integracao:

Dpp = pi§ — i, (8)

Note que a equagdo anterior supde a quantidade p(”) como o ponto de partida para a
integragdo numérica do sistema (7).
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Por fim, sumarizamos as etapas para a construgdo numérica de uma secdo de Poincaré na superficie L definida
pela equagdo (5):

1. Escolha uma condic3o inicial p(®.

2. Utilize um integrador numérico para calcular a evolugdo temporal do sistema (4). A cada passo de tempo,
realize a verificagdo da condigdo (6).

3. Sempre que a condi¢do (6) for satisfeita, empregue o sistema (7) para a realizagdo de um dnico passo de
integracdo, cujo valor estd indicado na equago (8). Neste caso, utilize as coordenadas (n) como ponto

de partida.
4. Apés a integragdo com passo fir, os valores (1, f12, . .., fir—1), que constituem a intersecdo da trajetdria
com a superficie X, s3o obtidos. Estes valores s3o utilizados na construcdo da secdo de Poincaré.

n+1)

5. Continue a integragdo numérica do sistema (4), a partir de 1"V até que uma nova interseco seja

detectada.

6. A integracdo numérica da trajetéria com condigdo inicial u(o) deve ser realizada por um longo periodo de
tempo. Consequentemente, os procedimentos 2,3,4 e 5 serdo repetidos diversas vezes.

7. Repita todos os procedimentos anteriores para varias condigdes iniciais. No caso de um sistema
Hamiltoniano, escolha as novas condi¢des iniciais na mesma superficie energética da primeira trajetéria.
Além disso, as novas condigdes iniciais devem ser escolhidas de maneira a explorar adequadamente o
espaco de fase energeticamente acessivel.
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Hamiltoniana de Hénon-Heiles

Esta secdo do estudo dirigido refere-se a fungcdo Hamiltoniana apresentada no artigo de Hénon
e Heiles [2], que descreve o movimento de uma estrela em uma galaxia com potencial
gravitacional de simetria cilindrica. A Hamiltoniana de Hénon-Heiles é descrita pela expressao

1 1
H:5(p§+p§+q%+q§)+q%qz—§q§

Observe que a Hamiltoniana anterior satisfaz a condicdo de separabilidade descrita pela
equagdo (6).

(a) Considerando a Hamiltoniana (15), obtenha as equagdes para g(n+1) e p(n+ 1) de
acordo com o método de Euler simplético.

(b) Realize a implementagdo computacional do método de Euler simplético para a
Hamiltoniana de Hénon-Heiles. O programa desenvolvido serd utilizado nos préximos
exercicios para a construcdo de secoes de Poincaré no plano p» X g2, considerando g1 =0 e
p1 > 0. De maneira complementar ao método de Euler simplético, implemente também o
algoritmo de Hénon para a construcdo de se¢bes de Poincaré. Anexe o cédigo do programa

desenvolvido ao seu trabalho.
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(c) Construa uma se¢do de Poincaré para trajetérias com energia total E = 0.08333. Anexe o
grafico obtido ao seu trabalho. Observe que a figura elaborada no presente exercicio
corresponde a figura 4 do artigo de Hénon e Heiles.
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Figura 13 — Secéo de Poincaré para a Hamiltoniana de Hénon-Heiles (E=0.08333)
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(d) Repita os procedimentos do item anterior para E = 0.125. Anexe o gréfico obtido ao seu
trabalho. Esta nova figura corresponde a figura 5 do artigo de Hénon e Heiles.
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Figura 14 — Segao de Poincaré para a Hamiltoniana de Hénon-Heiles (E=0.125)
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(e) Escolha uma condi¢3o inicial correspondente a uma trajetdria periddica ou quase periddica
na secdo de Poincaré com E = 0.125. Considerando a condic3o inicial escolhida, utilize o
método de Euler simplético para a construcdo de uma figura com os valores de g; X t, p1 X t,
g2 X t e pp X t. Anexe o grafico obtido ao seu trabalho. Com o propdsito de permitir uma
visualizacdo adequada do comportamento regular nas curvas apresentadas, selecione
cuidadosamente o intervalo total de integracao temporal.
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(f) Construa uma segdo de Poincaré para trajetdrias com energia total E = 0.16667.
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Figura 15 — Secao de P
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Hamiltonianas nao separaveis - Mapas implicitos

Em nosso primeiro estudo dirigido, consideramos apenas a integragdo numérica de sistemas dindmicos
decorrentes de Hamiltonianas separdveis. Ou seja, nosso interesse restringiu-se a Hamiltonianas com o seguinte
formato:

H(q,p) = K(p) + U(q). (1)
Entretanto, a separacdo de varidveis indicada acima n3o é factivel em grande parte dos sistemas Hamiltonianos.
No caso de Hamiltonianas n3o separdveis, as equagdes candnicas de movimento assumem a seguinte forma:

. oOH .

i=5, = a(p, q), (2a)
. OH

P="g = p(p, q), (2b)

nas quais, de maneira geral, ambas as quantidades ¢ e p possuem dependéncia funcional simultdnea na posicdo
e momento candnicos. Portanto, em um determinado instante de tempo, a variagdo temporal de uma varidvel
dindmica constitui uma fungc3o desta mesma varidvel. Esta caracteristica resulta em complicacdes durante a
aplicagdo de métodos simpléticos de integracdo numérica, uma vez que a evolugdo temporal do sistema é
descrita por um mapa implicito.
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Considerando um sistema Hamiltoniano canénico com N graus de liberdade e Hamiltoniana n3o separavel, o
método de Euler simplético é descrito pelas seguintes equagdes:

oH
a"Y =g+ Arg (a0, (32)
Op;
oH , (n n
p"Y = pf") — Ato—(q" Y, p"), (3b)
9q;
nas _ (n) (MY (n) _ (M (n) (n) P
quais g(" (q1 Gy nay ), P =P s, py) ej=1,2,..., N. Como esperado, as
identidades (3) geralmente correspondem a um mapa implicito, uma vez que a derivada parcial 8—""_, quando

calculada em (q("“),p(")), possui uma bastante provdvel dependéncia na variavel q}"H). Consequentemente, a
determinac3o dos valores das posicBes candnicas g{"*Y) estd condicionada 3 resolucio das equacdes (3a), as
quais usualmente constituem um sistema algébrico n3o linear. De maneira distinta, os valores dos momentos
candnicos n3o estdo determinados implicitamente, visto que podemos utilizar as identidades (3b) para o célculo
imediato do vetor p{"™), apés conhecido o valor de ("),
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Resolucdo numérica de mapas implicitos

Com o propésito de utilizar o método de Euler simplético para a integracdo numérica de um sistema dindmico
com Hamiltoniana n3o separavel, precisamos estabelecer um procedimento para a resolu¢do do sistema algébrico
constituido pelas equagdes (3a) a cada passo de tempo. No presente estudo dirigido, realizamos uma breve
apresentacdo do método de Newton, o qual representa uma ferramenta numérica bastante simples e poderosa
para a busca de solu¢es em sistemas algébricos n3o lineares. Considere o seguinte sistema de equagdes:

n n n+1
gl(q1 i 7q£ +1)7 R q§\1+ )) =0,
n n n+1
g(a"V, g™V, q ) =0,
(4)
e (q1n+1 ’q(n+1)’ . q;\?ﬂ)) -0,
no qual as quantidades gj representam fun¢Ges das varidveis reais q;"“), para j=1,2,..., N. Por exemplo, no

caso do método de Euler simplético, uma comparacdo entre as expressdes (3a) e (4) resulta no seguinte formato
para as fungdes g;:

OH
gi(al™ ™Y,y = g — g7 - Arg(d" Y, p). (5)
J
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De maneira a facilitar a exibigdo do método de Newton, podemos reescrever o sistema de equagdes (4) em
notac¢do vetorial:

g™ =0 (6)
na qual introduzimos a fun¢3o vetorial g = (g1, &, --.,8n). O método de Newton consiste basicamente em
aproximar o conjunto de equagdes n3o lineares (6) por um sistema algébrico linear. Para esta finalidade,
realizamos uma aproximac¢ao por série de Taylor em primeira ordem:

g(q"V) = g(q" ) + (") (g — g, (7)

na qual o vetor g ) simboliza uma aproximacio inicial para a soluc3o das equacdes (6). Observe que,
durante a aplicacdo do método de Euler simplético, uma escolha interessante para a aproximagao inicial seria
g9 = ¢{ A matriz J, também introduzida na expressio (7), representa o Jacobiano das fungdes g, o qual
definimos pela seguinte relagdo:

(n+1,0

3(5'1 ) 3(3'1 SRR 3(3'1 )
aq n+1 ag n+1 aq n+1
&: 5@' évg
8q(nil) Bq(Nil) e 8q(nil)
— 1 2 N
Hgy= [0 e o . (8)
ogn 9gn . 9gn
aq%n#»l) 8q£n+1) 8q;\7+1) q(n+1):q
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Substituindo a aproximag¢do (7) na equagdo (8), obtemos a defini¢do para a primeira iteragdo do método de
Newton:

J(q(n+1,0))q(n+l,1) _ J(q(n+1,0))q(n+1,0) _ g(q(n+l,0))’ (9)

corresponde a primeira solugdo resultante do algoritmo de Newton. Note que, para a
obten¢do da aproximagao q("“’l), precisamos apenas resolver um sistema de equag¢des lineares com matriz de
coeficientes J(q("*1'9) e vetor constante J(q("*19)q("+10) _ g(g(n+1.0),

Com o objetivo de obter uma solugdo mais precisa, podemos empregar o resultado g como a aproximagao
inicial em uma nova iteragdo do método de Newton. Evidentemente, podemos repetir este procedimento de
retroalimentacdo diversas vezes, até que a precisdo desejada seja alcangada. Portanto, conhecida a solugdo
aproximada q("+1’"’), podemos realizar uma subsequente iteracdo do método de Newton com a utilizagdo da
seguinte férmula:

na qual o vetor g("tH)

(n+1,1)

J(q(n+1,m))q(n+1,m+1) _ J(q(n+1,m))q(n+1,m) _ g(q(n+1,m)). (10)

Conforme mencionado anteriormente, devemos prosseguir com as iteracdes do método de Newton até que
encontremos uma solugdo com a precisido pretendida.
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Como critério para a interrup¢do do processo iterativo, podemos empregar a seguinte relacdo:

g(g ) <, (11)

na qual o pardmetro e simboliza um ndmero real positivo com valor préximo a zero. Ou seja, quando uma
soluco ("1™ satisfaz a identidade (6) com suficiente precisdo, consideramos que o sistema algébrico n3o
linear estda numericamente resolvido. Desta forma, dentro da margem de erro permitida pelo pardmetro ¢, a
seguinte igualdade torna-se vilida:

q(n+1) _ q(n+1,m+1). (12)
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Hamiltoniana Walker-Ford

Nesta secdo, com o auxilio dos métodos numéricos discutidos anteriormente, realizaremos o estudo da
Hamiltoniana de Walker-Ford (referéncia 3.1), cujo propdsito € ilustrar o aparecimento de regides cadticas no
espaco de fase como consequéncia da interacdo de ressonancias n3o lineares e a destruicdo de toros KAM.
Podemos descrever a Hamiltoniana de Walker-Ford como a soma entre um termo integravel Hy e uma
perturbacido Hi:

H = Ho + Hh, (13a)
Ho=h+Jo—J7 —3hh+ 13, (13b)
Hy = adi s cos(2¢1 — 2¢2) 4 B J3 cos(2¢1 — 3¢2). (13¢c)

Observe que a perturbacdo H; é constituida por dois termos ressonantes, cujas intensidades s3o controladas
pelos pardmetros a e 8. As quantidades ¢« e Jk, para k = 1,2, denotam respectivamente as varidveis candnicas
de angulo e agdo para a Hamiltoniana n3o perturbada.
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® H com duas ressondncias primarias 2/2 e 2/3

e |lhas (primarias) 2/2 existem para E < 3/13 =0.23. Em E =0.23
ocorre uma bifurcacao

e |lhas (primarias) 2/3 existem para E < 0.16. Em E = 0.16 ocorre
uma bifurcacao
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(a)Demonstre que a Hamiltoniana H é uma constante de movimento para quaisquer valores
dos pardmetros o e 5. Em seguida, mostre que as funces F; = J; + b, para =0, e

F> =31 +2J,, para a = 0, também representam constantes de movimento. Note que, como
consequéncia dos resultados anteriores, determinamos que a Hamiltoniana de Walker-Ford é
integravel nos casos em que os pardmetros a ou [ sdo nulos.

(b) Considerando a Hamiltoniana (13a), escreva as equagdes para ng(”H) e J,(("H) de acordo
com o método de Euler simplético.
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(c) Realize a implementagdo computacional das equa¢des obtidas no exercicio anterior. Em
seu programa, de maneira complementar ao método de Euler simplético, realize também a
implementacao do método de Newton, uma vez que a resolugdo de sistemas algébricos ndo
lineares serd necessaria para a integracao das equa¢des de movimento. Conforme mencionado
anteriormente, a utilizacdo do método de Newton estd condicionada a resolucdo iterativa de
sistemas algébricos lineares. Portanto, a implementacdo em seu programa do algoritmo de
decomposicdo LU para a resolucdo numérica de sistemas lineares também é necessaria. Em
breve, os resultados do presente exercicio serdo utilizados para a construcdo de se¢cbes de
Poincaré. Desta maneira, o algoritmo de Hénon para a determinacao de secoes de Poincaré
também deve ser implementado em seu programa. Anexe o cédigo do programa desenvolvido
ao seu trabalho.
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(d) Considere a seguinte transformagdo de varidveis:

Gk = \/ 2Jx cos Py, (14a)
Pk = —\/2Ji sin ¢, (14b)

na qual as quantidades gx e px, para k = 1,2, representam respectivamente varidveis
candnicas de posicdo e momento. Construa uma se¢do de Poincaré no plano py X go para
go=0,p1 >0, a=0,1, =0 e energia total E = 0,18. Observe que as condi¢cdes g1 =0 e
p1 > 0 equivalem a identidade ¢1 = 37 /2. Indique os pontos fixos elipticos e hiperbdlicos em
seu grafico. Anexe a figura obtida ao seu trabalho. Note que o gréfico elaborado no presente
exercicio é semelhante a figura 6 do artigo de Walker e Ford.
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Figura 1 - Secio de Poincaré para a Hamiltoniana de Walker-For:
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(e)Escolha uma trajetéria utilizada para a construgdo da se¢do de Poincaré para
(e =0.1,8=0,e E =0.18) e elabore graficos para as fungcdes H, F; e F, em fun¢do do
tempo. Anexe a figura obtida ao seu trabalho. Comente os resultados.

Figura 2 - Fungbes H, F; e Fy em funcao do tempo
(0=01,3=0eE=0.18)
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(f) Obtenha a seg3o de Poincaré no plano p, X g2 para g1 =0, p1 >0, a =3 =0,02 e E =0,18. Anexe a
figura obtida ao seu trabalho. Indique os termos da perturbagdo H: que produzem ressonancias visiveis nesta
secdo de Poincaré. Identifique estas ressonancias em sua figura. O grafico elaborado neste exercicio corresponde
a figura 9 do artigo de Walker e Ford.

Figura 3 - Secao de Poincaré para a Hamiltoniana de Walker-Ford
(a=0,6=0.1e E=0.18)

0.15 . ]
=
0.1 - - i
0.05 T VoS 4
;S S\
Yoy ~ N\
/ h
' { !
& o0 . ! L Q ) | i 0 )
o\ /
‘ oA \\,__/// |
—0.05 . N T 1

-0.15 : 5 g B

-0145 -01  -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
92

18/23



(g) Escolha uma trajetéria utilizada para a construgdo da se¢do de Poincaré para
(«=0,8=0.1,e E =0.18) e elabore graficos para as fungcdes H, F; e F, em fun¢do do
tempo. Anexe a figura obtida ao seu trabalho. Comente os resultados.

Figura 4 - Funcbes H, F) e F5 em fungdo do tempo
(a=0,=01eE=0.18)
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(h) Construa uma se¢do de Poincaré no plano p» X ¢z para g1 =0, p1 >0, « = 8 =0,02 e E =0,0561. Anexe
a figura obtida ao seu trabalho. Indique os termos da perturbagdo H; que produzem ressonancias visiveis nesta
secdo de Poincaré. Identifique estas ressonancias em sua figura. O grafico elaborado neste exercicio corresponde
a figura 8 do artigo de Walker e Ford.

Figura 5 - Se¢ao de Poincaré para a Hamiltoniana de Walker-Ford

(a=p8=0.02eFE=0.0561)

0.15} e T N 1

0.1

-0.25F b

-025 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.156 0.2 025
2 20/23




(i) Obtenha a se¢do de Poincaré no plano p» X g2 para g1 =0, p1 >0, a =3 =0,02e E =0,18. Anexe a
figura obtida ao seu trabalho. Indique os termos da perturbagdo H: que produzem ressonancias visiveis nesta
secdo de Poincaré. Identifique estas ressonancias em sua figura. O grafico elaborado neste exercicio corresponde
a figura 9 do artigo de Walker e Ford.

Figura 6 - Secio de Poincaré para a Hamiltoniana de Walker-Ford
(a=p=002eFE=0.18)
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(j) Elabore uma se¢do de Poincaré no plano p2 X g2 para g1 =0, p1 >0, a = 3 =0,02 e E =0,20. Anexe a
figura obtida ao seu trabalho. Indique em sua figura as ressonancias secunddrias visiveis. O gréfico obtido neste
exercicio corresponde a figura 12 do artigo de Walker e Ford.
Figura 7 - Secio de Poincaré para a Hamiltoniana de Walker-For¢
(a=8=1002eE =0.20)
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(k) Construa uma se¢3o de Poincaré no plano p» X gz para g1 =0, p1 >0, « = 8 =0,02 e E = 0,2095. Anexe
a figura obtida ao seu trabalho. O grafico obtido neste exercicio corresponde a figura 11 do artigo de Walker e
Ford.

Figura 8 - Secao de Poincaré para a Hamiltoniana de Walker-Ford
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