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1. Um péndulo simples de massa m, comprimento [ e angulo de deslocamento 6 é colocado no interior
de um trem que se move a uma aceleracao constante a na diregao x, conforme mostra a figura 1.

Figure 1: angulo de equilibrio de um péndulo simples no interior de um trem em aceleragao.

(a) Encontre a Lagrangiana e a Hamiltoniana que descrevem o péndulo.
(b) Escreva a equacao de movimento para o angulo 6.

(¢) Determine o angulo de equilibrio 6, mostrado na figura 1.

(d) Mostre que a frequéncia de pequenas oscilagoes do péndulo é dada por w? = -

(e) Considere agora que a aceleracdo passa a ser na dire¢ao vertical y. Escreva as equagoes de movimento
para este caso.

(f) Mostre que o periodo de pequenas oscilagoes é, entdo, dado por T' = 27, / #g.

2. Para um sistema dindmico auténomo (OL/Jt = 0) mostre que
dU
22—
dt ’

sendo U =) g—qL_qj — L a integral de Jacobi.
; j

3. Considere o movimento unidimensional de uma particula sob a agao do potencial conservativo:

2
Vig) = %qQ - §q3,
comw>0eA>0.
(a) Encontre a Lagrangiana e a Hamiltoniana do sistema.
(b) Verifique que H é uma constante de movimento.

(c) Verifique que (q,p) = (0,0) e (w?/A,0) sdo pontos fixos no espago de fase p x q.

(d) Faga um esbogo do grifico de V' em funcao de g.



(e) Faga um esbogo das possiveis trajetérias (linhas com H constante) no espaco de fase para diferentes
valores de H.

(f) Identifique no esbogo do item anterior as trajetérias periédicas.

(g) Mostre que a equagao da trajetéria da separatriz (que separa as trajetdrias peridédicas das demais) é

dada por:
» WP - Ag? _ Lfs
2m 2 3 6A2°
4. Dada a seguinte transformagao:
Q = q" cos Bp,
P = ¢%sin Bp.

(a) Encontre os valores de « e 8 para que a transformagao seja canonica.

(b) Para estes valores de « e 8, construa uma funcio geratriz para a transformacao.

5. Mostre que a transformacao
Q1= q, Py =p1 — 2po,

Q2 = p2, Py =-2q; —q

é canodnica. Em seguida, encontre uma fungao geratriz para a transformacao.
6. Verifique as seguintes propriedades dos colchetes de Poisson canénicos:
{F1 + Fy, G} = {Fl, G} + {FQ, G},
{F1Fy, G} = Fi{Fy, G} + Fo{ 11, G,

onde Fp, F» e G sao fungoes das varidveis canonicas q e p.
7. Usando a identidade de Jacobi

{F7 {G7R}’} + {R7 {F7 G}} + {Gv {R’ F}} =0,
na qual F', G e R sdo fungdes das varidveis ¢ e p canonicamente associadas, verifique a validade do teorema

de Poisson:
dF (g, p) dG(a,p) _ ,_, HEG} _
dt dt dt
isto é, o colchete de Poisson de duas constantes de movimento também é uma constante de movimento.
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8. Considere o potencial V(x) na forma de um pogo infinito, isto é, V =0 para —a <z <aeV = o0
para |z| > a (apresentado no apéndice B.3 do livro de L. E. Reichl). Uma particula de massa m desloca-se
sob a acao desse potencial.

a) Faga graficos de p = mv e x em fungao de t. Suponha que no instante ¢ = 0 a particula esteja em
F Aficos d f de t. S h tante t = 0 ticula est
x = —a e se desloca com vy > 0 (situagao imediatamente apds uma colisdo).

(b) Calcule varidveis de angulo e agao (6,I) para descrever a trajetéria dessa particula.
(c) Faga os graficos de 6 e I em fungao de ¢ a partir de ¢ = 0. Indique os valores 0(t = 0) e I(t = 0).
(d) Escreva a Hamiltoniana em funcao de (z,p) e (6,1).

(e) Obtenha (z,p) em fungao de (0, 1).



9. Counsidere a Hamiltoniana integravel que descreve a rede de Toda com trés particulas (conforme a
discussao na pégina 36 do livro de A. J. Lichtenberg):

H= % (pT + 5 +p3) + exp[— (¢1 — ¢3)] + exp [~ (d2 — ¢1)] + exp [~ (¢35 — ¢2)] — 3.

(a) Mostre que as fungdes H e F' = py + py + p3 sdo (as duas primeiras) constantes de movimento.

(b) Use a transformacao canénica determinada pela fungao geratriz
S=¢1P1+ ¢2Po+ ¢3(P3 — PL — Pa)
para determinar as relagdes entre as novas e antigas varidveis canonicas:
Pr=p, Po=ps, Ps=pi+p2+p3, P1=0¢1—¢3 Pa=¢2—0¢3 P3=0s.

(¢) Obtenha a nova Hamiltoniana em termos das varidveis canonicas ®; e P;:

1
H= 3 [P? + P; + (P3s — Py — P2)?] + exp[—®1] + exp [~ (P2 — ®1)] + exp [@2] — 3.

(d) Verifique que P3 é uma constante de movimento.

(e) Daqui em diante, sem perda de generalidade, considere que P3 = 0. Mostre que a Hamiltoniana do
item (c) pode ser reescrita na forma de uma Hamiltoniana h(z,y, p., py) que descreve o movimento
de uma particula em um potencial bidimensional V (z,y):

h = % (pi —&-pz) + i {exp (2y + 2\/396) + exp <2y — 2\/336) + exp (—4y)} - é

Para obter a Hamiltoniana anterior, considere inicialmente a transformagao canonica entre as novas
varidveis (z',y', pi,, py,) e as antigas (1, ®2, P1, ) com a seguinte funcio geratriz:

W = 4—\1/5 Kp; - \/gp;> ®; + (p; + \@pé) @2} .

Entao, considere uma nova transformagao, nao candnica, mas trivial:

H
o =w, Y =y, p,=8V3p., p,=8V3p, h= .

(f) Mostre que a fungao I, exibida a seguir, é a terceira constante de movimento:

I =8p. (p2 —3p;) + (pm + \/§py) exp (2y — 2\/§x) — 2p, exp (—4y)
+ (px — \/§py) exp (23/ + 2\/533) :

10. A Hamiltoniana integrével para a rede de Toda com trés particulas pode ser reduzida sem qualquer
aproximagao (conforme visto no exercicio anterior da presente lista e também de acordo com a discussao
na pagina 38 do livro de A. J. Lichtenberg) a uma nova Hamiltoniana integravel, que descreve o movimento
equivalente de uma particula com energia cinética K(py,p,) em um potencial bidimensional V(z,y):

h = (2,9, pzpy) = K(pz,py) + V(2,9),

1
K(pa,py) = 502 + 1)),
1 1
V(z,y) = 2 [exp <2y + 2\/§:C) + exp (2y - 2\/§x) + exp (—4y)} -3
(a) H& duas constantes de movimento para esse sistema. Consequentemente, cada trajetéria no espago
de fase, com dimensao igual a quatro, estd localizada em uma superficie bidimensional. Justifique
esta afirmacao.

(b) Como consequéncia do item (a), as intersegoes de cada trajetéria no espago de fase com o plano
py Xy, paraz =0e z—f > 0 (mapa de Poincaré), se localizam em curvas. Justifique.



(c¢) Expanda o potencial V(z,y) mantendo até os termos ciibicos em z e y. Desta forma, obtenha a
Hamiltoniana de Hénon-Heiles:

1 y3
H(z,y,p2,py) = 5 (05 + 1y + 2% + %) + 2%y — R

A Hamiltoniana anterior nao ¢ integravel, pois hd apenas uma constante de movimento (veja a
pagina 38 do livro de A. J. Lichtenberg). Portanto, ha trajetérias no espago de fase, com quatro
dimensdes, que percorrem um volume tridimensional. Justifique esta ultima afirmagao.

(d) Como consequéncia das afirmacoes do item (c), sabemos que, no espago de fase, hd trajetérias cujas

. ~ _ dm . 7 ~ .
interse¢des com o plano p, x y, para x = 0 e 47 > 0 (mapa de Poincaré), ndo se localizam em

curvas, mas se espalham em determinadas dreas. Justifique.

11. Considere a Hamiltoniana
Hy=1 +1,—I? — 3011, + I3,

na qual I; e 0;, j = 1,2, sdo varidveis canonicamente conjugadas.
(a) Dados os valores iniciais I e 69, no instante de tempo ¢ = 0, obtenha I;(t) e ;(t).

(b) Daqui em diante, considere a seguinte Hamiltoniana perturbada (apresentada na pdgina 31 do livro
de L. E. Reichl):
H = HO -+ O[Ilfg COS (281 — 202) y

na qual o < 1. Mostre que F' = I; + I, é uma constante de movimento.

(c) Mostre que a seguinte transformacao, das variaveis (0}, ;) para as varidveis (¢;, J;), é canonica:

Ji=hL+1l, Jo=1I ¢1=01, ¢2=>02—01.

(d) Obtenha a Hamiltoniana H(¢;, J;):

H=J —J = J1Jy +3J3 + ato(J) — Jp) cos(2¢3).

(e) O sistema perturbado é integravel? Justifique.



