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1. Considere, inicialmente, a seguinte Hamiltoniana integravel:

Hy=1,+1I,— I} — 31,1, + I3,
a qual estd descrita em termos de suas variaveis de dngulo e agao, designadas respectivamente por 6; e
I;, para it =1,2.
(a) Mostre que as frequéncias caracteristicas das trajetorias no espago de fase sdo

w1:1—211—312 e w2:1_3.[1+2.[2.

(b) No espago de fase descrito pela Hamiltoniana Hy, considere uma trajetéria I' com condigoes iniciais
Ql(t = 0) = Qq, 02(15 = 0) = (9, Il(t = 0) = 61 e Ig(t = 0) = 52. Calcule 01@) e Iz(t)

(c) Agora, considere a Hamiltoniana H composta por Hy e uma pequena perturbacao:
H = Hy+ aHy = Ho(I1, 1) + aly I3 cos (mby — nbs),
na qual m e n sao dois nameros inteiros e a < 1.

Mostre que a perturbagao, descrita por Hi, atua de forma ressonante sobre a trajetéria I' no caso
de wy/ws =~ n/m. Obtenha a seguinte rela¢ao aproximada entre os valores iniciais 51 e 82 para que
a condi¢ao de ressonéncia seja satisfeita:
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(d) Mostre que a fungdo R = (nly + ml2)/2 é uma constante do movimento perturbado, isto &, da
dindmica imposta pela Hamiltoniana H.

2. Como continuagao para o exercicio anterior, realizaremos a aplicacdo da teoria de perturbagoes para
determinar a alteragdo, devida & perturbacao H;, sobre a trajetoria I', a qual foi determinada pela
Hamiltoniana Hy. Com este intuito, considere a fungao geratriz

I

G = F191 + Fgeg =+ AGnm, Sin(m91 — n92), 9nm = ———————————,
mwi — nwa

que define uma transformagao candnica entre as variaveis (0;, I;) e (¢;, F;). Empregando a transformagao
de variaveis estabelecida por G, podemos reescrever a Hamiltoniana H no seguinte formato:

H = ho(F1, Fp) + O(a?).
(a) Escreva as relagoes entre as novas e as antigas variaveis até a primeira ordem em o.
(b) Determine ho(Fl, FQ)

(c) Fy e F; sdo constantes de movimento, ao longo da trajetoria I' perturbada, até a primeira ordem em
a. Justifique esta afirmagao.

(d) Obtenha as frequéncias caracteristicas vy e vo da trajetoria I' perturbada no espago de fase F; x ¢;.

(e) Obtenha as corregdes sobre as fungdes wy e wo, calculadas para Hp na questdo 1.a, devidas a per-
turbagao Hi.

(f) Obtenha ¢;(t) e F;(t) para a trajetoria I' perturbada.

(g) Obtenha as corregbes sobre as solugoes 0,(t) e I;(t), calculadas na questao 1.b para a Hamiltoniana
Hy, devidas a perturbagao sobre a trajetoria IT'.

(h) O método utilizado nesta questdo para a descrigao das alterages sobre a trajetoria I' ndo é valido
na regiao do espaco de fase proxima a regiao de ressonancia. Justifique esta afirmagao.



3. Considere uma Hamiltoniana do mesmo tipo utilizado nas questoes anteriores:
H = H() + O[Hl = H()(Il,IQ) + a11[2 COS[2(91 - 92)], oK ].,
Hoy=1L+1, — I} - 3L 1, + I3.

(a) Empregue as duas constantes de movimento de uma trajetoria, E = H e R = I; + I3, para obter a
equagao que descreve a secao de Poincaré desta trajetoria no plano I; x #; com 65 = 0:

E =R+ R?+[3— acos(20,)]I? — [5R — aRcos(261)]1;.

(b) Utilizando a condigao de ressonancia wy /wy & 1, mostre que, na regido de ressonéncia, as coordenadas
I, e I, assumem valores que satisfazem a condicao I; ~ 515.

(c) A partir do resultado do item anterior, mostre que, na regido de ressonancia,
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(d) Os pontos fixos dessa ressonincia existem apenas para E < 3/13 & 0.23. Justifique esta afirmagao.
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(e) Para um valor fixo de F, esboce a segao de Poincaré em 6 = 0 sobre o plano p; x ¢;. Considere
diversas trajetorias, referentes a valores distintos da constante de movimento R. As variaveis carte-
sianas (¢;, p;), para i = 1,2, sdo obtidas das coordenadas de angulo e agéo (6;, I;), correspondentes
4 Hamiltoniana Hy, de acordo com a seguinte transformagao canoénica:

G = \/ﬁcosﬁi e p;= f\/Zilisinﬂi.

4. Considere a Hamiltoniana de uma particula, de massa mg e carga elétrica —e, sob a acao de duas
ondas eletrostaticas com amplitudes V;, nimeros de onda k; e frequéncias w;:

2

H(p.e,t) = 57— elVi cos(kyr — wit) + Va cos(kar — wat)] M

na qual p e x sao, respectivamente, o momento e a posi¢ao da particula.

O objetivo desta questao é estimar os valores das amplitudes V; e V5 que destroem as ilhas ressonantes
no espago de fase e criam a predominéncia de trajetérias cadticas na regiao entre estas ilhas. Nas questoes
a seguir, com o proposito de simplificar a notagdo, utilizaremos versoes reformuladas das variaveis e dos
parametros que aparecem na Hamiltoniana (1). Além disto, consideraremos apenas o caso particular em
que ko /ky = 2.

Inicialmente, considere a Hamiltoniana integravel

2
HO = L7
2
a qual descrevemos em termos da sua variavel de agao I.
(a) Calcule a frequéncia w caracteristica de uma trajetoria com agao I.

(b) A seguir, considere a Hamiltoniana H composta pela fun¢ao Hy e duas perturbagoes dependentes
da variavel angular 6 e do tempo canénico 7:

H(0,I,7)=Ho(I)— acosf —bcos(20 — 1),
na qual as constantes a e b representam os parametros de controle.

Mostre que as perturbagoes atuam de forma ressonante sobre trajetorias com agoes em torno dos
valores I =0e I =0.5.

(c) Calcule o espagamento dI entre as ressonincias no espago de fase I x 6.

(d) Calcule a largura no espago de fase A, da ilha localizada na regido da ressonancia com I = 0. Neste
caso, considere a Hamiltoniana local integravel com uma tunica ressonancia (b = 0).

(e) Calcule a largura no espago de fase A, de uma ilha localizada na regido da ressonancia com I = 0.5.
Nesta situagéo, considere a Hamiltoniana local integravel com uma tnica ressonancia (a = 0).

(f) Faga um esbogo grafico dessas ilhas no espago de fase.

(g) Escreva, em fungao dos valores dos parametros a e b, a condigdo de Chirikov para a observagao, no
espaco de fase, de caos global na regiao entre as duas ressonéncias discutidas anteriormente.



5. Considere a seguinte Hamiltoniana:

J3
H= 5 +eJ?cos(2¢ — 3t), e< 1,

na qual (¢, J) s@o as variaveis de angulo e acdo do sistema para € = 0.
No presente exercicio, considere uma trajetoria do sistema nao perturbado (¢ = 0) com condigdes
iniciais ¢(t =0) = a e J(t =0) = S.

(a) Calcule ¢(t) e J(t) para a trajetoria indicada.
(b) Escreva a frequéncia wy dessa trajetoria.

(c) Estime o valor da condicéo inicial 5 = [, para o qual a perturbacdo sobre a trajetoria, decorrente
do termo da Hamiltoniana que depende do parametro €, é ressonante.

6. Empregando novamente a Hamiltoniana do exercicio 5 para € # 0, considere agora as trajetorias
proximas a regiao de ressonéncia, ou seja, com condigao inicial 8 = .

(a) Expandindo H em torno de J = 3,, obtenha a Hamiltoniana

30,

h($, AJ) = woAJ + ?AJQ + €82 cos(2¢ — 3t).

Indique as transformagoes necessarias para obter h.

(b) Realize a transformacao canonica com funcao geratriz S = I(2¢ — 3t), entre os conjuntos de variaveis
(¢, AJ) e (0,I), e reescreva a Hamiltoniana h como:

30,

h(0,I) = 71’2 + €B2 cosh.

(c) Faga um esbogo no espago I x # das trajetérias proximas a regido da ressonancia. Neste esbogo,
represente os pontos de equilibrio elipticos e hiperboélicos. Além disto, identifique a separatriz em
forma de ilha.

(d) Escreva equagdo da separatriz.

(e) Calcule a semi-largura ¢ da ilha esbogada no item c.

7. Utilizando novamente a Hamiltoniana do exercicio 5, considere agora as trajetorias distantes da regiao
de ressonancia. O objetivo desta questdo ¢ analisar os efeitos da perturbagao H; = €J? cos(2¢ — 3t) sobre
as trajetorias da Hamiltoniana Hy = J3/8.

(a) Escreva a transformagcao canonica entre as variaveis (¢, J) e (6, I) para que a nova Hamiltoniana seja
escrita no seguinte formato:
H(0,I) = I* — 31 + 4eI? cos 6. (2)

(b) Considerando a Hamiltoniana (2), calcule 6(t) e I(¢) para o caso em que € = 0. Analogamente ao
exercicio 5, considere a trajetéria com condigdes iniciais ¢(t = 0) = a e J(t = 0) = B. Explicite
O(t=0)e I(t =0) em termos de o e §.

(c) Calcule a frequéncia vy da trajetoria obtida no item anterior.

(d) Para e < 1, calcule a solucdo I(t) perturbada, devida ao termo Hip, levando em conta apenas as
corregoes de primeira ordem em e.

(e) Estime o valor de I = I,. em torno do qual a perturbagao, descrita pelo termo dependente em ¢, deve
ser ressonante.

(f) Para quais valores de 3 sdo validos os resultados obtidos no item d?



8. Considere a Hamiltoniana que descreve a interacao de um elétron relativistico, inserido em um campo
magnético homogéneo na dire¢ao do eixo z, com uma onda eletrostatica:

H =14+ 52 + (py +2)2 + p2 + ag cos(ha — wt), (3)

na qual ag é a amplitude da onda eletrostatica, k representa o seu numero de onda e w denota sua frequén-
cia. Este problema é tipico em aceleragdo de particulas e no aquecimento de plasma. A Hamiltoniana
esta normalizada por moc?, o momento esti normalizado por mgc, o tempo esta normalizado por 1/w,, e
o0 espago esta normalizado por ¢/w.,. Nas definigdes anteriores, mg é a massa do elétron, ¢ ¢ a velocidade
da luz, we, = (eB)/(mgc) é a frequéncia de ciclotron, e é a carga do eléctron e B = 1 é o modulo do
campo magnético.

(a) Inicialmente, obtenha a equagao de Lorentz que descreve o movimento de uma particula relativistica
carregada em um campo eletromagnético. Com este proposito, utilize a seguinte Hamiltoniana:

na qual A e ¢ representam, respectivamente, os potenciais eletromagnéticos vetorial e escalar.

(b) Verifique que, de fato, a Hamiltoniana (3) descreve o movimento de uma particula, inserida em um
campo magnético homogéneo na direcao do eixo z, sob a agao de uma onda eletrostética. Com este
intuito, utilize as relagoes B=VxAeA= —Bzy, para B = 1. Considere nulo o campo magnético
da onda.

(c) Quantos graus de liberdade tem o sistema descrito pela Hamiltoniana (3)?

(d) Que componentes do momento linear sdo constantes de movimento? A Hamiltoniana (3) é uma
constante de movimento?

(e) A Hamiltoniana (3) nao ¢ integravel. Justifique esta afirmacao.

9. Considere como H, a Hamiltoniana (3) para ag = 0. Além disto, considere também que ay < 1.
Deste modo, a Hamiltoniana (3) é do tipo H = Hy + Hy, com |Hy/Hy| < 1.

(a) Mostre que Hy é uma Hamiltoniana integravel. Especifique o ntmero de graus de liberdade e as
constantes de movimento do sistema que ela descreve.

(b) A Hamiltoniana H, definida pela equacdo (3), é quase integravel. Justifique esta afirmacao.

10. Considere novamente a Hamiltoniana (3).

(a) Escreva a Hamiltoniana em termos de variaveis de angulo e agdo. Neste caso, utilize a transformagao
candnica

:\/ﬂcosw e py—i-x:\/ﬁsinz/)

de forma a obter a seguinte Hamiltoniana:

=V1+20+p?+aoy  Di(kV2I)cos(ly) — wt). (4)
l

Na construgao do resultado anterior, considere p, = 0 e utilize a seguinte relacdo matematica:

cos (psina + 8) = Z'ﬁl ) cos(la + B),

na qual 9; é a [-ésima funcao de Bessel de primeira ordem.
(b) Qual o significado fisico de considerarmos p, = 07 Isto é uma restri¢ao fisica real?
(c) Quantos graus de liberdade tem o sistema descrito pela Hamiltoniana (4)?

(d) A Hamiltoniana (4) ndo é integravel. Justifique esta afirmacao.



11. Considere a Hamiltoniana (4). Nesta questao, analisaremos as ressonancias do sistema determinadas
pela relagdo nwy = mw, na qual wg = dHy/dI representa a frequéncia natural e w simboliza a frequéncia
da onda eletrostatica.

_1
(a) Mostre que wo = (1 + 21 + p?) 2
(b) Mostre que, na regido de ressonéncia correspondente aos nimeros inteiros n e m, a agio assume o

valor I,,, = % {(

2
L(m-1-22).

(c) Mostre que 61 = (2n+1)/(2w?), onde 61 = I,, 1 —I,,, é o espagamento entre as ressonancias (n+1,1)
e (n,1).

n

2 L .
) Bl pz} No caso de ressonancias puras (m = 1), definimos I,, = I,,; =

(d) Considere a ressonincia primaria pura n = [ a partir da seguinte Hamiltoniana local:

Hippe = /1421 +p2 + aoﬁn(k\/ﬁ) cos(ny — wt).

Faga uma transformagdo canonica entre as varidveis (¢,I) e (¢,J) que elimine a dependéncia
explicita no tempo t. Desta forma, obtenha a seguinte Hamiltoniana:

Hipe = /1427 + 12 — 2] + g9 (kv/27) cos(ng). (5)
n

(e) A Hamiltoniana (5) é integravel? Compare as respostas desta questdo com os itens 8.e e 10.d dos
exercicios anteriores.

12. Mostre que a amplitude méxima de excursdo AJ para uma ilha da Hamiltoniana local (5) é dada
por

AJ =2VFG, com F =agd,(kv/2J,) e G=(1+2J, —l—pZ)%,
onde J,, = I,,, para I,, definido na questao 11.b.

13. Com as expressoes obtidas para 6I = dJ (questdo 11) e AJ (questdo 12), analise a transigdo para
0 caos no sistema através do critério de Chirikov, s = 2AJ/§J > 1. Com este objetivo, considere a
interagao entre duas ressonincias primarias (m =1) comn=1+1en=1.

(a) Faga uma figura esquematizada elucidando o significado topologico do critério de Chirikov.

(b) Discuta os papéis de ag, w e k na transigdo para o caos.



