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1. Considere a Hamiltoniana

I? -
H:E—i—KCOSQ Z 5(t —nT), (1)

n=—oo

na qual 6 e I representam as varidveis candnicas, ao passo que K e T constituem os parametros do
sistema.

(a) Utilize a relagao
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para obter a Hamiltoniana
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1+2 Z cos(27rmt)] ,

m=1
na qual consideramos T = 1.

(b) Considerando a Hamiltoniana obtida no item anterior, calcule a largura das ilhas para as ressonancias
correspondentes am =0e m = 1.

(c) Calcule a distancia entre as ilhas do item anterior no espago I x 6.

2. O mapa padrao
Iy =1, + Ksinb,, (2a)
on—i-l = Gn + In—i—l (Qb)

constitui uma segao de Poincaré para o sistema dinamico descrito pela Hamiltoniana (1) para 7' = 1.
Sob as transformagoes I,, = 27p,, e 0, = 27w, o mapa padrao (2) adquire o seguinte formato:

K
Dn+1 = DPn + Py sin(27z.,), (3a)
™
Tn+1 = Tn + Pn+1, (3b)

no qual z,, representa uma variavel periddica no intervalo [0,1).
(a) Para K =0, obtenha pi1go e 2199 a partir de py e xg.

(b) Também para K = 0, mostre que py = k/m para as orbitas periddicas, onde k e m sdo ntumeros
inteiros. Quais os valores de py para as orbitas quase-periddicas?

(c) Para um determinado valor de K, mostre que o mapa padrao, representado pelo operador Tk, pode
ser escrito como o produto de dois novos mapas, representados pelos operadores I; e I, ou seja,

(%)= (00 .
I ( ]:Z ) ( p+—_s,1xn(27rx) ) (4b)

(1))

T = I1,. (4d)



(d) Mostre que
IFP=I12=1 e detl; =detl,=—1.

(e) Mostre que os pontos fixos do mapa I; ocorrem para x = 0 e x = 1/2. Lembre-se que x representa
uma variavel periddica, de maneira que podemos nos restringir ao intervalo [0, 1).

(f) Mostre que os pontos fixos do mapa Iy ocorrem para * = p/2+ ki e . = (p+1)/2 + ko, onde ky e
ko representam nimeros inteiros tais que x € [0, 1).

(g) A partir dos resultados dos itens (e) e (f), mostre que (x = 0,p = n) e (x = 1/2,p = n), paran
inteiro, sao os pontos fixos do mapa padrao.

(h) Considerando diretamente as equagdes (3) para valores arbitrarios do parametro K, encontre nova-
mente os pontos fixos do mapa padrao. Ou seja, sem o auxilio da decomposigio (4d), obtenha o
resultado do item (g) .

3. Counsidere novamente o mapa padrao no formato descrito pelas equagoes (3).
(a) Mostre que o mapa padrao é simplético.

(b) Obtenha o mapa padrao linearizado Fi. Ou seja, obtenha o mapa tal que

5pn+1 - F 6pn e Pn _ Pe + 6pn
0p+1 K\ bz, T, Te +0x, )’
onde (., p.) representa um ponto de equilibrio.

(c) Calcule os autovalores da matriz Fx nos pontos fixos A = (x =0,p=1) e B=(1/2,1).

(d) Verifique se os pontos fixos A e B sao elipticos ou hiperbélicos. No caso de um ponto de equilibrio
eliptico, os autovalores de Fx possuem valores complexos e satisfazem a relagao A\; = A\5. Em um
ponto fixo hiperbolico, os autovalores de F sao reais e estao sujeitos a identidade Ay = 1/As.

4. Considere as equagoes de movimento correspondentes a dindmica Hamiltoniana de um sistema peri-
odicamente impulsionado:
q=p,
(oo}
p=—asing Yy _ 6(t—j),
Jj=—00
no qual g e p sao, respectivamente, a posi¢ao e o momento candnicos do sistema, enquanto « representa

um parametro real positivo.

(a) Considere a notagao definida pelas equagoes

que representam os valores das coordenadas candnicas em instantes de tempo imediatamente poste-
riores e anteriores ao j-ésimo impulso sobre o sistema. Utilizando a notacao definida acima, integre
as equagoes de movimento nos intervalos de tempo entre dois impulsos consecutivos. Deste modo,
mostre que

Qi1 = G5 + D),
Pit1 =D
(b) Integrando as equagdes de movimento sobre um tnico impulso, mostre que
4 = qj,

Dj :p; — asin gj.



(c) Empregue os resultados dos itens (a) e (b) para mostrar que o movimento do sistema periodicamente
impulsionado é descrito pelo mapa padrao:

gj+1 = q; +pj,
pj+1 = pj — asin(g; + pj).
5. Considere o mapa padrao nao twist no seguinte formato:
Ynt+1 = Yn — bsin(2wax,),
Tn1 = Tn +a(l —yo, ).

(a) Verifique que os pontos A e B, para A = (x =0,y = 1) e B = (1/2,1), sao pontos fixos do mapa
padrao nao twist.

(b) Obtenha a linearizagdo do mapa padrao nao twist em torno dos pontos fixos, ou seja, obtenha a
matriz Jacobiana J tal que

6yn+1 —J 0Yn Yn _ Yn — Y~
041 oxy, )’ 0Ty, T, —x* )’
onde z* e y* indicam as coordenadas de um ponto fixo.

(c) Para quais valores dos pardmetros a e b ocorre uma bifurcagdo no ponto fixo B?



