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Objetivos

Objetivos

Estudar as propriedades da crise de fronteira em um mapea-
mento não linear, descrito por três parâmetros de controle.

Estudar e caracterizar estruturas complexas no espaço de
parâmetros do mapeamento.
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Espaço de fases e bacias de atração Mapeamento

Mapeamento

O sistema em estudo consiste de uma partı́cula clássica ele-
tricamente carregada se movendo em um potencial φ(x , t),
com o Hamiltoniano dado por

H(x , p, t) =
√

(pc)2 + (m0c2)2 − eφ(x , t), (1)

onde m0 é a massa de repouso da partı́cula, c é a velocidade
da luz, p é o momentum da partı́cula, e é a carga elementar
e φ é o potencial.
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Espaço de fases e bacias de atração Mapeamento

Escrevendo as equações do movimento da dinâmica e trans-
formando essas equações em um mapeamento discreto [1],
temos

A :







In+1 = (1 − δ)In + K sin θn

θn+1 =

[

θn +
In+1√

1+(βIn+1)2

]

mod(2π)
, (2)

onde K é o parâmetro que controla a integrabilidade do sis-
tema, β é o parâmetro de aproximação relativı́stica e δ é a
dissipação no sistema.
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Espaço de fases e bacias de atração Mapeamento

Figura 1: Espaço de fases para os parâmetros k = 0, 9, β = 0, 15 e (a,c) δ = 0.3765 e
δ = 0, 3755 respectivamente; Bacias de atração para os parâmetros k = 0, 9, β = 0, 15 e
(b,d) δ = 0.3765 e δ = 0, 3755
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Espaço de fases e bacias de atração Crise de fronteira

Crise de fronteira

A crise de fronteira [3] ocorre quando a variedade estável e
a variedade instável de um mesmo ponto fixo sela se tocam.

A crise de fronteira ocasiona a destruição da bacia de atração
do atrator caótico. Como consequência, condições iniciais
que anterioremente ficavam aprisionadas no interior do atra-
tor agora deixam essa região após um determinado número
de colisões em direção ao sink.

O sink é um ponto fixo atrativo com autovalores da forma
|λ1| < 1 e |λ2| < 1.
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Espaço de fases e bacias de atração Crise de fronteira

Ponto fixo

Para a evidênciar o fenômeno da crise de fronteira, vamos
construir as variedades estáveis e instáveis do ponto fixo de
sela.

A condição para se obter ponto fixo é dado por

In+1 = In = I, θn+1 = θn + 2mπ = θ, (3)

logo,

I = 2mπ√
1−(2mβ)2

, θ = arcsin

(

Iδ

K

)

. (4)

Para ponto fixo de sela temos |λ1| > 1 e |λ2| < 1.
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Espaço de fases e bacias de atração Crise de fronteira

Variedades estáveis e instáveis

A variedade estável (instável) é formada por um conjunto de
pontos que se aproximão (afastam) iterativamente do ponto
fixo de sela.

Para a contrução da variedade instável, aplicamos A sobre
condições iniciais tomadas ao longo dos autovetores associ-
dos aos autovalores do ponto de sela.

Para a contrução da variedade estável, aplicamos A−1 sobre
condições iniciais tomadas ao longo dos autovetores associ-
dos aos autovalores do ponto de sela, tal que

A−1 :

{

In = In+1−K sin θn

(1−δ)

θn = θn+1 − In+1√
1+(βIn+1)

. (5)
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Espaço de fases e bacias de atração Crise de fronteira

Figura 2: (a) Variedade estável (instável) imediatamente antes da crise de fronteira; (b)
Bacias de atração. Parâmetros utilizados k = 0, 9, β = 0, 15 e δ = 0.3765.
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Espaço de fases e bacias de atração Crise de fronteira

Figura 3: (a) Variedade estável (instável) imediatamente após a crise de fronteira; (b) Ba-
cias de atração. Parâmetros utilizados k = 0, 9, β = 0, 15 e δ = 0.3755.
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Espaço de fases e bacias de atração Transiente caótico

Transiente caótico

Após a crise de fronteira, a bacia de atração do atrator caótico
é destruı́da, sendo substituı́da por uma nova quantidade, de-
nominada transiente caótico.

O transiente caótico é descrito por

nt = µ
ρj

j , j = 1, 2, 3. (6)

onde µ1 = |δ − δc|, µ2 = |β − βc| e µ3 = |K − Kc|.

Numericamente fazemos

nt =
1

M

M
∑

i=1

ni
t . (7)
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Espaço de fases e bacias de atração Transiente caótico

Figura 4: Transiente caótico para os parâmetros k = 0, 9, β = 0, 15 e δc = 0, 375598132.
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Espaço de parâmetros

III. Espaço de parâmetros
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Espaço de parâmetros

Expoentes de Lyapunov

Os expoentes de Lyapunov [2] são utilizados como indicadores
de caos.

O objetivo dos expoentes de Lyapunov é medir o afasta-
mento médio entre duas órbitas próximas.

Em um mapeamento bidimensional os expoentes de Lya-
punov são definidos como

λj = lim
n→∞

1

n
ln |Λ|j , j = 1, 2 (8)
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Espaço de parâmetros
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Figura 5: Espaço de parâmetros.
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Conclusões

Conclusões

Caracterizamos o evento de crise de fronteira e mostramos
que após a crise o atrator caótico é substituı́do por um tran-
siente caótico descrito por uma lei de potência com expoente
de -1.

Mostramos que no espaço de parâmetros são encontradas
estruturas periódicas do tipo shrimp [5].
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