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|. Introducao
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Introducao histérica

® O estudo de sistemas dinamicos tém como motivagdo modelar fenémenos naturais.

® Modelar a natureza, exatamente como ela é, é um grande desafio. Quanto mais perto
chegamos de um modelo perfeito, mais complexa a matematica se torna.

® Poincaré foi um dos primeiros a notar que a sensibilidade das condi¢des iniciais podem afe-
tar drasticamente a dinamica de um sistema complexo, conduzindo a um comportamento
cadtico [1].

® Este estudo esta em constante desenvolvimento, especialmente hoje em dia que, com o
avanco tecnoldgico, métodos e simulacdes numéricas sao faciimente implementados.
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Difusao

e E um processo amplamente estudado, observado em muitas areas da ciéncia.

® Um processo que ocorre essencialmente por um movimento espontaneo de algum ob-
servavel fisico, inicialmente concentrado em uma regido especifica.

® Na fisica é geralmente associado a processos termodinamicos [2] e a movimentagao de
particulas [3].

Figura 1: Exemplo intuitivo de um processo de difus&o.
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Difusao em sistemas caodticos

® Sistemas fortemente cadticos frequentemente exibem um comportamento difusivo normal,
equivalente a um movimento Browniano no espaco de fases.

® Em espagos de fases mistos, uma condicao inicial evoluida ao redor de estruturas estaveis
pode apresentar um comportamento difusivo muito complicado [4].

® Estruturas de estabilidade influénciam muito a dindmica, dando origem a efeitos anémalos.
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A equacao da difusao

® E uma equagcao diferencial parcial em relaco ao tempo e espaco, qual descreve flutuacées
na densidade de uma distribuicdo sofrendo difusdo. Em uma dimenséao é escrita como

Ap(x,1) _ Dazp(x7 1)

ot oxt M

onde p(x, r) é a densidade de distribuigdo e D o coeficiénte de difusao.

® Considerando uma distribuigao inicial p(x,0) = d(x — xg), a solugao fundamental para a
equagao da difusdo é dada por
1 —(r—xp)?
4Dt

e
47Dt

plx, 1) = 2

® Em termos do valor médio u e da variancia o2
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ll. Descricao dos modelos
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O modelo Fermi-Ulam

O mapeamento para a versao simplificada [5] do modelo é o seguinte

{ Vn+1 = |Vn —2e sin(qb,,_H) (4)
Sus1 = [+ 2] mod(2m)

V<0 V>0

Figura 2: llustacao do modelo Fermi-Ulam, onde ¢ é a distancia entre as duas paredes, os vetores
denotam o sinal da velocidade da particula e, Z(r) é escolhido como cos(wt), com w a frequéncia
de oscilagao.
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O modelo bouncer

O mapeamento para a versao simplificada do modelo € o seguinte

{ Vg1 = |V — 2e sin(@nt1)| )
Gut1 = [Bn + 2Va) mod(2m)

g

1scos(mt)

Figura 3: llustragcdo do modelo bouncer, onde g representa a aceleragdo gravitacional a qual a
particula esta submetida e a fungao e cos(wr) descreve a posigao da parede mével, com ¢ e w
respectivamente a amplitude e a frequéncia de oscilagao.
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IV. Objetivos
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(V) - Modelo Fermi-Ulam
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Figura 4: Comportamento da velocidade média em fungao do nuimero de iteragbes para o modelo
Fermi-Ulam.
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(V) - Modelo bouncer

V)
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Figura 5: Comportamento da velocidade média em fungao do nuimero de iteragbes para o modelo

bouncer.
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Objetivos principais

® |ntroduzir uma nova descricao analitica, baseada na solugao da equagao da difusao, para
explicar o comportamento da variavel acao durante a evolugao da dinamica.

® Existem mudangcas criticas nas velocidades médias das particulas, isso deve ser explicado
por uma fungao bem determinada.

® As predigdes analiticas devem concordar com o que j& foi proposto fenomenologicamente
na literatura [6, 7] para os modelos em questao.

Matheus Palmero (IF-USP) Caos em Sistemas Dissipativos 04 de junho de 2018 14/36



V. Descricao da teoria
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Difusao no espaco de fases

Densidade de Probabilidade
Densidade de Probabilidade

c) d)
n=10 n=100

Densidade de Probabilidade
Densidade de Probabilidade

Figura 6: Processo de difusdo no espago de fases do modelo Fermi-Ulam. A escala de cor mostra
0 qudo provavel é encontrar uma Orbita naquela drea do espago de fases.
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A equacao da difusao com condicoes de contorno

® Problemas fisicos normalmente apresentam comportamentos diferentes nas proximidades
das fronteiras, por isso, condigdes de contorno devem ser levadas em consideragao.

® Um exemplo intuitivo de condigdo de contorno é a condicao de contorno de Neumann.

L
900, _0p(Li)) _ o s ®)
Ox Ox

onde x € [0,L], comx = 0 e x = L as posi¢gdes das fronteiras.

® Para resolver esse problema é interessante utilizar o método das imagens.

= N
| i i
| | | X
+ t + +
| image ' imageé x=a E image i image |
' 1 1

x=0 actual  ¥<L
release

Figura 7: llustragao do método das imagens para uma difusdo localizada. (Figura retirada
do livro The Mathematics of Diffusion de Jhon Crank).
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Considerando a distribuigéo inicial p(x,0) = §(x — xp), a solugéo é a seguinte

p(x; 1, 0%) = \/2;7’"200 {exp (_()‘#5_“)2) 1 exp (W)} .

Entretanto, esta solugdo ndo esta normalizada para o intervalo x € [0,L]. E necessério que
A fOL p(x; 1, 0?)dx = 1, com A uma constante de normalizagao.

Entao, a solucao para equagao da difusdo com condigdes de contorno de Neumann, é

2 1 o exp(M)+exp(_U+?w)z>
P(x;u,cr):2W2nerf<\f;%>_eﬁ<u\;§n>_eﬁ(5%>+erf(uj%n). (8)
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Conexao com os modelos

A difusao que estamos interessados ocorre no espaco de fases. Especificamente no eixo da
variavel agao, no caso, velocidade das particulas.

Para o modelo Fermi-Ulam, a difusdo ocorre em uma regiao finita [0, Vrisc]. Vrisc € a posigdo da
primeira curva invariante do tipo spanning, a qual se comporta analogamente a uma fronteira. A
posigédo da curva é Veise = 24/ [8].

Para o modelo bouncer, a difusdo ocorre em uma regiao semi infinita, conforme os seguintes
espaco de fases

a b) c)
4 T T T T 200 T T T T 2000 T T T

L €05 V=10 1 b e=1,0 V=10 e=10 V=100

30+~ -

Figura 8: Espagos de fases para diferentes pardmetros do modelo bouncer.
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Analise discreta — Analise continua

Consideramos que a fase ¢ seja uniformemente distribuida. Assim a difusao ocorre no eixo das
velocidades, por isso analisamos as expressdes de V,4.; dos modelos. Basicamente a expressao
€ Vyy1 = Vi — 2esin(¢py1).

Por definigdo p = (V) e o2 = (V) — (V)2 ENtao, puy1 = pin = po = Vo € 02y = (V2,|) —

(Vag1)2 = (V2) 4262 = (Vi)? — o2, =07 + 2%

Mas, pela teoria de de equagoes de diferenca [9] que afirma que, para suficiente iteracoes, é
possivel escrever
2 2 do : 2 2 2
Un+1—an:d—n—>0(n):00+26n. 9)
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A funcao (V) - Modelo Fermi-Ulam

Estamos interessados no comportamento da velocidade média e, por definigéo (V) = fOVF’SC V pdx.
Utilizando a densidade p obtida na Eq.(8), a func@o que estamos procurando é a seguinte

Vo 2 I(A(‘)exp + A@exp) + + [(] Vo)AWerf + (j + Vo)A@ erf]

V) = , 10

vy = 2 Zerf(zfj)ferf(zfvf)ferf(z+j)+erf(z+v+1) (19)

.. .z P _ o P JOrPN A ~ L _
definindo a variavel auxiliar z = Vot novo indice da somatéria j, novo parametro v = ot

VEisc
e, com
V202

Aexp = =7 _ =G+
ADexp = @) _ o=@t
AMerf = erf (z—j+7) —erf(z—j),
A@erf = erf (z+j)—erf(z+j+7).
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A funcgéao (V) - Modelo bouncer

Utilizando resultados do modelo Fermi-Ulam, descrevemos o comportamento da velocidade média
das particulas no modelo bouncer quando consideramos a fronteira Vgg¢ inexistente.

Assim, a solugao da equacao da difusao é mais simples, conhecida como Folded Normal Distri-

bution [10} TN B T ) A S S CE DA 1
p(x; py07) W{p( 352 )+ p< 707 )] (11)

Calculando (V) = [ Vp(V; u,0?)dV , baseada nessa distribui¢ao, temos que

vy =V, (Z\l/%efzz + erf(z)) , (12)
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V. Resultados
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Predi¢cOes analiticas - Modelo Fermi-Ulam

Ap6s uma analise cuidadosa da Eq.(10), notamos que o comportamento (V) em fungdo do
nimero de iteragdes n é alterado em dois momentos, primeiro em z = 1 e depois em v = 1.

[}
14 Vo) 14
z=1 5 —L =1 5 n=(2) = n=-2, (13)
2ev/n 2e 4e2
2
mas neste caso, n = n,, marcando o primeiro crossover. Assim n, = ;5.
[}
2
% 24/e 1
R (0T R VA MR (14)
2ev/n 2e €
7 : 7~ 1
mas agora, n = n, marcando o segundo crossover. Assim ny = —.
Tomando o seguinte limite, o qual corresponde ao plato de saturagédo, temos
lim (V) = lim (V) = 2P5C o /2. (15)
o—00 n— o0 2
24/36
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Abordagem analitica x Simulagdo numérica

10" — T T

— Simulagdo Numérica
—— Abordagem Analitica

T T T

Lo

V,=2x10", e=4x10""

Ve W

T
|

-3 T [ L v

10 n, 10 e 10

Figura 9: Comparagdo entre simulagdo numérica e abordagem analitica para o modelo Fermi-
Ulam. Um ensemble de particulas 10° foi iterado até 10° colisées.
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Abordagem analitica x Simulagdo numérica
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Figura 10: Comparagdo entre simulagdo numérica e abordagem analitica para trés diferentes V;
e . Um ensemble de 10* particulas foi iterado até 107 colises.
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Predi¢Oes analiticas - Modelo bouncer

Ap6s uma andlise da Eq.(12), notamos que o comportamento (V) em fungdo do ndmero de
iteragOes n é alterado somente quando z = 1.

\%
=1 = =1 V=én,
€“n

mas neste caso n = ny.

Entao, temos que o nimero de crossover é calculado por

VZ
=0 (16)
€

Para o crescimento no limite assintético, expandimos em série em torno de n = oo, obtendo

T+ e‘:/g;(n)*% +om) 3. (17)
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Abordagem analitica x Simulagdo numérica
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Figura 11: Comparagao entre simulagdo numérica e abordagem analitica para o modelo bouncer.
Um ensemble de particulas 10* foi iterado até 10* colisées.
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Abordagem analitica x Simulagdo numérica
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Figura 12: Comparagdo entre simulagdo numérica e abordagem analitica para trés diferentes V;
e e. Um ensemble de 10* particulas foi iterado até 10* colisées.
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Confirmacoes analiticas

® Para o modelo Fermi-Ulam:

2
— O primeiro nimero de crossover ny o ng Confirmado pela Eq.(13);
— O segundo numero de crossover n), é Confirmado pela Eq.(14);

— O plat6 de saturacao é proporcional a 1/z. Confirmado pela Eq.(15).

® Para o modelo bouncer:

2
— O numero de crossover ny o Z—g Confirmado pela Eq.(16);

— O expoente de crescimento de (V) emrelagdo an é % Confirmado pela Eq.(17).
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VII. Consideracoes finais
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Conclusoes

® Uma nova abordagem analitica foi proposta, baseada essencialmente na solucao da equagao
da difusao, como uma tentativa de descrever o comportamento difusivo da variavel agao
no espaco de fases de modelos do acelerador de Fermi.

® As predigbes analiticas concordam com o que foi fenomenologicamente proposto tanto
para o modelo Fermi-Ulam, quanto para o0 modelo bouncer.

® Considerando suposicoes razoaveis, a abordagem analitica definitivamente ajusta os da-
dos da simulagdo numérica.
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Difusao no espaco de fases - Regiao mista

Densidade de Probabilidade

Densidade de Probabilidade

d)

n=100

Densidade de Probabilidade

Densidade de Probabilidade

Figura 13: Processo de difusdo em uma regiao mista do espago de fases do modelo-Fermi-Ulam.
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Perspectivas

® |Introduzir outro tipo de coeficiente de difusao para lidar com o comportamento anémalo da
difusao ao redor de estruturas de estabilidade do espacgo de fases.

® Aprimorar a estimativa para a posi¢ao da primeira curva invariante do tipo spanning do
espaco de fases do modelo Fermi-Ulam.

® Estender a teoria apresentada para bilhares com fronteiras oscilantes.

® Uma vez estabelecida a abstragao do conceito de difusao para diferentes tipos de analises,
podemos imaginar e investigar novas analogias com outras areas da fisica e da ciéncia em
geral.
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