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PGF 5005 - Mecanica Classica

Prova 2
23 de outubro de 2024

-

o Entregar a resolugao até as 12:00 horas (meio dia) do dia 25/10/2024.

e A resolucdo pode ser enviada em formato PDF para luis.bernardi.souza@usp.br ou
depositada no escaninho do Prof. Iberé L. Caldas na secretaria do Departamento de
Fisica Aplicada.

Questao 1 Inicialmente, considere a Hamiltoniana integravel,

12
Hy=—,
07 72
a qual descrevemos em termos da variavel de acdo I. A seguir, considere a Hamiltoniana H
comporta pela funcdo Hy e duas perturbacoes dependentes da variavel angular 6 e do tempo

canonico 7:
H,I,7)=Hy(I)—acosf —bcos(20 — 1),
na qual as constantes a < 1 e b < 1 representam os parametros de controle.

(a) Mostre que as perturbagdes atuam de forma ressonante sobre trajetérias com agdes em
torno dos valores I =0 e I =0.5.

Resolucao:
do do OH
) = ==0—>1'=0
dt @t oI —h
d . .1 d9 OH 1
—(20—-T)~0—220—-1=0—20==-— —=——=]=-1=05
gm0 YT T W T ar g 27U

(b) Calcule o espagamento dI entre as ressonincias no espaco de fase I x 6.
Resolucao:

51 =|I; — IF| = 0.5

(c) Calcule a largura no espago de fase A, da ilha localizada na regiao da ressonincia com
I = 0. Neste caso, considere a Hamiltoniana local integravel com uma tnica ressonancia (b = 0).
Resolucao:
Largura Aa

1. (/2
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(d) Calcule a largura no espago de fase A, de uma ilha localizada na regido da ressonancia
com I = 0.5. Nesta situagao, considere a Hamiltoniana local integravel com uma tinica ressonan-
cia (a = 0).

Resolugao: Largura Ab

1/2

1 b
H—212—bcos(20—7)—>Ab—4’1 — Ab=4Vb

(e) Escreva, em fungdo dos valores dos parametros a e b, a condi¢cdo de Chirikov para a
observacdo, no espago de fase, de caos global na regiao entre as duas ressonincias discutidas
anteriormente.

Resolucao: Soma das semi-larguras devidida pela distancia das ilhas
A Ab
ot

5 1

Questao 2 Considere a seguinte Hamiltoniana::

3

J
H= §+6J2cos(2¢—3y), ek 1,

na qual (¢, J) sdo as varidveis de dngulo e agdo do sistema para ¢ = 0.
(a) Estime o valor da condigdo inicial J(t = 0) = f, para o qual a perturbacdo sobre a

trajetéria, decorrente do termo da Hamiltoniana que depende do parametro €, é ressonante.
Resolugao:

d .3
S2o-3)=0- ="
. OH, 3J 3
_ - = = — — ,,,:2
$=%7 " 3778

Considere agora as trajetérias préximas a regido de ressonancia, ou seja, com condigao inicial

J(t=0)~ p,.

(b) Expandindo H em torno de J = 3, obtenha a Hamiltoniana,

36,
8

h(p, AJ) = woAJ + 2 AT? + €2 cos(26 — 3t).
Indique as transformagoes necessarias para obter h.
Resolucao: J =J*+AJ = J =0, +AJ

OH 1 0°H
H=HJ"+ —| AJ+

— S AP+
aJ |, STV

Considerando €AJ, eAJ? — O(AJ?)

3 2

H— % = 3?” AJ + 3574AJ2 + €2 cos(2¢ — 3t)
QR2

h(p,AJ) = 35’) AJ + B?AJQ + €82 cos(2¢ — 3t)



. 3
Sendo ¢ = wy = 27 temos

temos,

m¢&m:%AH-MAﬁ+¢%%@¢3w

(c) Realize a transformagcao canonica com fungao geratriz S = I(2¢

— 3t), entre os conjuntos
de varidveis (¢, AJ) e (0,1), e reescreva a Hamiltoniana h como,

h(6,1) = 36T12 + €82 cos 6.

Resolugao: S — Fy(q, P,t)

0k oS
- AJ=——>AJ=2]
6q J 8¢_> J
0F, oS
Q_O—P—>9 W—>9_2</) 3t
oS
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h(9,1) = Sﬁr “TI? 4 €2 cosd

(d) Calcule a semi-largura A da ilha préxima a regido da ressonancia para h
G
Resolugao: Sendo H = 512 + F cosf
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Questao 3 Considere, inicialmente, a seguinte Hamiltoniana integravel
Hy=1 +1I,— I} =301, + I3,

a qual estd descrita em termos de suas varidveis de angulo e acdo, designadas respectivamente
por 6; e I;, para i = 1,2.

(a) Mostre que as frequéncias caracteristicas das trajetérias no espaco de fase sao

wi=1-2L1—-3 e wy=1-301+ 2.

Resolucao: Tendo a hamiltoniana escrita em variaveis de angulo 6; e acao [I;, as varidveis de

angulo evoluem linearmente com frequéncia w;, e portanto, sdo obtidas pelas equagoes de movi-
mento:

. 0H,

= 220 — 0y =121 — 31
1 al, w1 1— 30
. H,

%:ao

— = =1-31 +2I
a1, w2 1+ 219



(b) No espaco de fase descrito pela Hamiltoniana Hj, considere uma trajetéria I' com
condigoes iniciais 01(t = 0) = aq, 02t = 0) = a9, [1(t = 0) = S e Io(t = 0) = [o. Cal-
cule 0;(t) e I;(t).

Resolugao: A partir da solucao geral para as equagoes de movimento:

b =wi = 61 =wit+0:(0) =wit +
0y =wy == 0y = wot + 02(0) = wat + an
L=0= I=54
L=0= I,=p

E com os parametros dados, temos:

(c) Agora, considere a Hamiltoniana H composta por Hy e uma pequena perturbacio:
H = Hy+ «Hy = Hy(I1, I) + a1 I cos (mby — nbs) ,
na qual m e n sdo dois nimeros inteiros e a < 1. Seja a fungdo geratriz

F\F:
G = F101 + Fa0s + agnmsin(mby — nbs),  gum = ———————
mwi — NwWy

que define uma transformagdo candnica entre as variaveis (0;,1;) e (¢;, F;). Empregando a
transformacao de varidveis estabelecida por GG, podemos reescrever a Hamiltoniana H no seguinte
formato:

H = ho(F1, F) + O0(a?).
Mostre que as relagoes entre as novas e as antigas variaveis até a primeira ordem em « sdo
I = F1 + amgm, cos(me1 — nga) + O(a2)
Iy = F5 — angmy cos(meo; — nga) + O(a2)

01 = ¢1 — ag%n sin(mey — ngz) + O(a?)

Oy = ¢o — a% sin(mey — ngs) + 0(a?)

Resolucgao: Sendo G uma geratriz do tipo Fy(q, P) = F5(0;, F;), temos as seguintes equagoes de
transformacao:

I = % = F1 + amgyn cos(mb — nbs)
06,
I = % = Fy — angmn COS(mel - ne?)
06
oG B
= =0 — a————sin(mfy — nb:
b1 oF . amm S sin(mb — nba)
F
by = gg — 0y — am sin(mb; — nés)



Isolando (1;,6;) em termos de (Fj, ¢;) e expandindo cossenos e senos, temos:

sin(m#; — n92)>

mwi — nNwsy mwi — nNwy

cos(mf; — nby) = cos (mqﬁl + QL sin(mé; — n62)> -n <¢2 + «

mby = nky sin(mé; — n92)>
mwi — nNwg

mF2 — nF1
mwi — nwy
mEy — nFy
mwi — nNwo

cos(mby — nbs) = cos <m¢>1 —nos + «
cos(mb; — nby) = cos(mep; — nepgy) cos <a sin(mé; — n92)>

— sin(me; — ne9) sin (a sin(m#; — n92)>

‘ cos(mby — nby) = cos(mpy — ng2) + O(a) ‘

sin(mf; — nfs) = sin <mqb1 + « sin(mf; — n92)> -n <<;52 + o sin(mb; — n02)>
mwi — nwsy

mby — nky sin(m#, — n02)>
mwi; — nwg

mF2 — nF1
mwi — nNwy
mF2 — nF1
mwi — nNwg

mwi — nwsy

sin(m#; — nfs) = sin (md)l —nea + o
sin(mf; — nfy) = sin(m¢1 — negs) cos (a sin(m#; — n92))

+ cos(mep1 — ngs) sin <a sin(mé, — n92)>

‘ sin(mf; — nbs) = sin(mer — ng2) + O(«a) ‘
Tomando termos até ordem o, temos:
I} = Fi + amgmy cos(meoy — ngs) + O(a?)
Iy = Fy — angmy, cos(mp1 — npz) + O(a?)
01 =¢1— Oég%n sin(me; — ngs) + 0(a?)

Oy = ¢o — a% sin(me¢y — neg2) + O(az)

(d) Determine ho(F1, F3). (1 ponto)

Resolugao: Substituindo novamente em H (Iy, I3)
H(I, 1)) =1, + I — I? — 31115 + I3 + ol I cos(mby — nbo)
H(F1, Fy) = F1 + amgm, cos(mo1 — nga) + Fo — angmy, cos(mer — nga)
— (F1 + amgmn cos(meo; — n¢2))2
— 3(F1 + amgmn cos(mo1 — ng2))(Fa — angmy, cos(mpy — ne2))
+ (Fy — angmn cos(mpr — ngps))?
+ a(F1 + amgmy, cos(mor — ng2))(Fa — angmn cos(mer — npa)) cos(meoy — npa)
+ 0(a?)

H(Fy, Fy) = Fy + amgp, cos(mpy — nga) + Fo — angpy, cos(moy — nea)
— F? — 2amF} g cos(meoy — negso)
— 3(F1Fy — anF1gmn cos(mor — nga) + amFagmy, cos(mpr — ngs))
+ F2 — 2amFy gy, cos(mep — nes)
+ aF1 F5 cos(mey — nes)
+ 0(a?)



H(F\,Fy) = F, + Fy, — F} —3F|Fy + F3
+ MG cOS(MP1 — Np2) — ANGmn cos(meo; — npa)
— 2amF| gy, cos(mepy — neo2)
— 3(amFagmn cos(mpy — no2) — anFygmy, cos(mer — nes))
— 2anF5 gy cos(mor — neo2)
+ aF1 Fy cos(meo — ne2)
+0(a?)

H(F\,Fy) = F + Fy — F} —3F|Fy + F2

+ AGmn cos(mo1 — neos) <m(1 —2F), — 3F) —n(l —3F, + 2F) +

H(F\,Fy) = Fy + Fy — F} —3F\Fy + F2
+ Gmn cos(mepy — ngo)(m(1 — 2F; — 3F) — n(1 — 3F] + 2F,) — (1w — nws)) 4+ O(a?)

Assumindo que

1—-2F —3F ~ wl(Il,IQ) + O(a)
1—-3F +2F ~ WQ(Il,IQ) + O(a)

até primeira ordem em «, temos:

H(F\,Fy) = Fi + Fy — F} =3[\ F> + F? 4+ 0(a?)
H(Fl,FQ) = ho(Fl,FQ) + O(a2)

(e) F e F; sao constantes de movimento, ao longo da trajetéria I' perturbada, até a primeira
ordem em «. Justifique esta afirmagao.

Resolugao: Uma vez que

Fy, = 09, H(F, F)
E; = 9, ho(F1, Fy) + 0p,0(a?)
E =0+ O(aQ)

(f) Obtenha as frequéncias caracteristicas v; e vy da trajetéria I' perturbada no espago
de fase F; X ¢;.

Resolucao: Calculando diretamente pela hamiltoniana, temos:

VG = 8F1H(F1,F2) =1- 2F1 - 3F2
Vo = 8F2H(F1,F2) =1—3F, +2F,



E=T+V L=T-V

. . OH

H=> pjg—L G =75
j P

OF OH OF 0H
F H) = bR
{5 H} ;(3%’ Op;  Op, 8%’)

oS
- aJ

Fl :Fl(Q7Q7t)
FZZFQ(Q7P7t)

F3 :F3(p7Q7t)

F4:F4(papvt)

Formulario

oL _d (OLY _ _ oL
dq;  dt \9q;) Pi= 8¢
. 0H dF IF
Pi="%q; g~ W HE
1
J:2— p dg Sz/p(q,J)dq
v
. OH
w=0=%57
_ok o, 9K
_6F2 _aFQ
P="5¢" @=%3p
_ 0, OF
=% 50
B OFy _8F4
1= "5y @=%p
—1,2,3,4.
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