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11 de setembro de 2024

e Entregar a resolugao até as 12:00 horas (meio dia) do dia 12/09/2024.

e A resolugdo pode ser enviada em formato PDF para luis.bernardi.souza@usp.br ou
depositada no escaninho do Prof. Iberé L. Caldas na secretaria do Departamento de
Fisica Aplicada.

Questao 1 A Lagrangiana de um elétron de massa m e carga —e é

1 -
L:fmv2—<€>17-A,
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na auséncia de um campo elétrico. No caso de um movimento em uma plano, temos que

A= (B/2)(~y, ).
(a) Obtenha a hamiltoniana do sistema em coordenadas polares. (0,5 ponto)

Resolucao: Em coordenadas polares
U =77 +rpp
Portanto,
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v A= =1

L\D\bu

Desta forma a lagrangeana fica em coordenadas polares

L= ;m( +r go) ig’r%b
Obtendo os momenta
oL oL 5. €eB,
p,:E*mv o %*mrw—gir
temos
Portanto,
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(b) Considere um movimento circular: encontre o raio da érbita g e sua frequéncia an-
gular w. (1 ponto)



Resolucao: Se o movimento reside em uma orbita circular p,., p, = 0. Isto é equivalente a

OH P2 1
— =0 = —Z 4+ -mrw?=0
or mr3 . 4mrw

A solucao da equagao acima da o raio da érbita em termos de p, e w
Wc —1/2
Tn =
0 eB

. 1 n eB 5 N eB
w = = — —_—r w =
y mr% Py 2¢ 0 mc

Ja a frequéncia, temos

(c) Estude a estabilidade de 6rbitas circulares para uma perturbagao radial r = ¢ + p,
onde p << rp, e determine a natureza e a frequéncia de pequenas oscilacbes do movimento
radial. (0,5 ponto)

Para avaliar a estabilidade do movimento circular em torno de rg, definimos

r=ro+p

disso tiramos que p, = p,. Avaliando

11 1 1 P p>2
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Substituindo resultado acima na hamiltoniana e depois de varias simplificagoes temos

O ultimo termo a direita é uma constante, logo a hamiltoniana acima representa a hamiltoniana
de um oscilador harmonico de frequéncia w.

Questao 2 Considere o movimento unidimensional de uma particula sob a agao do potencial

conservativo: ) A
w

v _ 2“3

(@) =5 -3,

comw>0e A>0.

(a) Encontre a Lagrangiana e a Hamiltoniana do sistema. (0,5 ponto)

Calculando a hamiltoniana

oL » 2wl A
= — = Y = ) = — = H g .Z- ; — L = H —_ - =
P=gg mmi=d= z; dip o=+



(b) Verifique que H é uma constante de movimento. (0,5 ponto)

Precisamos mostrar que dH/dt =0

dH D . . .
G = L btwiad - Ad'q
m
Lembrando,
. p OH 2 2
= —_— = - = — 714
g=—, P 90 (w?q — Ag?)
Logo,
dH P /9 2 2 P 2D dH
- __f _A By P — =0
dt m ( d q ) e qm a m dt

(c) Verifique que (g,p) = (0,0) e (w?/A4,0) sdo pontos fixos no espaco de fase p x ¢q. (0,5
ponto)

Das equacoes de Hamilton temos

p=—(Pg-Ag); =2
m

Verificando para (¢q,p) = (0,0)

(¢;p)=0 = p=0 = p=constante =0
Gg=0 = ¢ = constante =0

Verificando para (w?/A4,0)

2
( — (W2/A y— A &2 2 &2 _ _ _
q,p) = (W/A0) = p= 1 w 1 =0 = p=constante =0

w2
¢g=0 = ¢q= constante = 0

(d) Faca um esbogo do gréfico de V' em funcao de ¢. (0,5 ponto)

(e) (0,5 ponto) Mostre que a equagao da trajetéria da separatriz (que separa as trajetérias
periédicas das demais) é dada por:

W2 AP W

2m 2 3 6A2°

6

O ponto (w?/A,0) pertence a separatriz pois é um ponto hiperbdlico. Encontrando H nessa
superficie

2 2\2 A /2\° W0
Hy(w?/A,0) =0+ () -2 (= Hy= -
s(w'/4,0) +2<A s\a) 7 642

Logo,
2 2,2 A3 2 2,2 A3 6
gV W AT P W AP W
2m 2 3 2m 3 6A2

(f) Faga um esbogo das possiveis trajetérias (linhas com H constante) no espago de fase
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para diferentes valores de H. Identifique no esbogo os pontos fixos, a separatriz e as trajetérias
confinadas e nao confinadas. (1,5 ponto)

Questao 3 A Hamiltoniana de um sistema é,

h’(le q27p17p27t) = p% +p% + 6008(Q2 + Ct)a

sendo € e ¢ constantes conhecidas.
A funcao geratriz,

S=qP+ Paq + ct),

pode ser usada para obter um novo conjunto de varidveis canonicas (@, P) e Hamiltoniana H,
tal que,

0H(Q1,Q2, P1, P)

D =0.

Obtenha:

(a) as novas varidveis Q1,Q2, P1 e P, em fungdo das antigas ¢i,q2,p1 € p2. (0,5 pon-
tos)
Resolugao: S = S(q, P) = Fx(q, P,t)

25 25

= — = P . = — =
PL= G 1, Q1 op, @
oS oS
1] = —_-—= P N = —_-—= “[l;
p2= g5 2, Q2 op, +ec

(b) a nova Hamiltoniana H(Q1,Q2, P1, P»). (0,5 pontos)

Resolucao: H = h + —
esolucao +at

H =P} + Pj+ecosQz+cPs
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w=1 Ponto Fixo g .

A=1 Hiperbdlico eparatriz

m=1 )

p
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Questao 4 Considere a Hamiltoniana
Hy=1+1I,—I{ -3Nh 1, + I3,

na qual I; e 8;, j = 1,2, sao varidveis canonicamente conjugadas.

(a) Dados os valores iniciais I]Q e 99, no instante de tempo ¢t = 0, obtenha I;(t) e 6;(t). (0,5
ponto)

. 9H, .

h=—— = 6;=1-211—3I

1 o, 1 1 2

. 0H,

11:——°:o = I} = constante = Ilzl?
004

. 9H, .

0y = —— 0, =1—31 + 21

2 ol 1 1+ 212

. 0H,

Ing—ozo = Iy = constante = 12:18
005

Integrando 91 e 92 temos
01 =69 + (1 — 219 — 319)t
0y = 69 + (1 — 31V 4 219)t

(b) Considere a seguinte Hamiltoniana perturbada:
H = Hy + ali1Is cos (20, — 2605) ,
na qual a < 1. Mostre que F' = I + I é uma constante de movimento. (0,5 ponto)
61 =1 — 21 — 315 + aly cos (261 — 265)
I, = 2al; Iy sin (20, — 209)
Oy =1 — 31, + 25 + oy cos (260, — 205)

IQ = —2@]1]2 sin (291 — 292)



Logo,

dF d . )
E = &(Il + IQ) = (Il + IQ) = 2adq 15 sin (291 — 292) — 2alq 15 sin (291 — 292) =0 = —=0

(c) (1 ponto)Mostre que a seguinte transformagao, das varidveis (0;, I;) para as varidveis
(¢, J5), é canonica:

=L+, Jo=IL, ¢1=01, ¢3=>0y—04.
Mostrar

[Q1,Q2] =0 =[Py, P
[Qi, Pj] = dij = |a4s, pj]

(d) (0,5 ponto) Obtenha a Hamiltoniana H(¢;, J;):
H=J, —J¢ = 1 Jy+3J3 + ato(J; — Jo) cos(2¢9).
Basta substituir as real¢oes candnicas na hamiltoniana,
H=J —Jo+Jo— J; +2N1Jy — J§ —3J1Ja + 3J3 + J3 + aJa(J1 — Jo) cos [2(0; — 62)] =
H=J, —J¢ = J1Jy+3J3 + ato(J; — Jo) cos(2¢9)
(e) O sistema perturbado é integravel? Justifique. (0,5 ponto)

dH _ dF
At dt

Portanto, o sistema é integravel uma vez que possui 2 graus de liberdade e duas constantes do
movimento: H e F.
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FZZFQ(Q7P7t)
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F4:F4(p7P7t)

Formulario
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