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1-	Expoentes	de	Lyapunov	
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Mapas	Bidimensionais	
	
Cada	órbita	tem	dois	números	de	Lyapunov,	que	medem	a	razão	de	separação,	
em	cada	um	das	duas	direções.	

As	razões	entre	os	eichos	finais	
e	iniciais	são	os	números	de	
Lyapunov.	Os	ln	desses	números	
são	os	expoentes	de	Lyapunov.		



Chaos	
Alligood	et	al.	

Mapas Tridimensionais 
 
Cada	órbita	tem	três	números	de	Lyapunov 



Definição : 
f mapa suave em R2, Jn   =   D f n !v0( )
k  =   1, 2   ;    rk

n   comprimento  do eixo  da  elípse  Jn  U1,  para  órbitas
com  pontos  iniciais  em torno  de  !v0;
rk

n   mede  a  contração  e  a  expansão  próximas  a  essas  órbitas.
Cada  número  de  Lyapunov  é  definido  como:
Lk   ≡   lim

n  →  ∞
(rk

n )1/n

Os  expoentes  de  Lyapunov  são   hk = ln Lk

Vamos  usar  a  sequência   L1 > L2 ⇒ h1  >   h2

D f1 !v0( )  : primeira  derivada  no  ponto  !v0  ≡  (x0 , y0 )

D f n !v0( ): n-ésima  derivada  no  ponto  !v0  

r1
n   e  r2

n   são  os  comprimentos  dos  eixos  maior  e  menor



Definição:
Mapa  f suave  em  R2

Uma  órbita  limitada  { !v0 , !v1,... !vn , ...}  é  caótica  ⇔
1- ela  não  é  periódica  assintoticamente
2- Lk ≠   1  ( k =  1, 2 )
3- L1 ( !v0 ) > 1     ( ou    h1 ( !v0 ) > 0  )
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Mapa do Padeiro   

A: conjunto de Cantor 
obtido para n → ∞ 



Exemplo: 

Mapa  do  padeiro  
!
B (x, y) =  

(1/3 x,  2y)   para  0 ≤   y  ≤   1/2
(1/3 x +   2/3,  2y  -  1)   para  1/2 <   y  ≤   1
⎧
⎨
⎩

A cada iteração o retângulo central é removido.
O  conjunto  de  Cantor  A  desse  mapa  é  constituido  pelos    retângulos 
verticais  que  permanecem  em  

!
Bn  para  todo  n  (n >  0,  n <  0).

A  é  um  conjunto  invariante  pois   
!
B-1 (A) = A



Área  do  conjunto  de  Cantor  A  (obtido  do  mapa  do  padeiro)

Qualquer  órbita  do  mapa  do  padeiro, que não seja assintóticamente períodica,   
é  caótica
A  matriz  Jacobiana  de  uma órbita  (para  y ≠1/2)  é

D 
!
B (!v)  =   

1/3    0
0        2
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟   

Após  uma  iteração,  um circulo  pequeno  de  raio  r  é  transformado
em  uma  elípse  de  raios  1/3 r, na  direção  x,  e  2 r,  na  direção  y.
Após  n  iterações,  os  raios  são  (1/3)3 r  e  (2)n  r.
Assim,  L1   =   2  e  L2 =1/ 3   ⇒    h1  =   ln 2 =  0.693    e   h2   =   ln 1/3  =   -1.099
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a= 1.4   b = 0.3 
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a = 1.28 a = 1.4 

b = -0.3  Variedades do Mapa de Hénon 
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Variedade Estável e  
Atrator Caótico no Mapa 
de Hénon 

a= 1.39   b = 0.3 
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Mapa de Ikeda 
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Exemplo:
Mapa  f (x, y) =  (r2,   θ  +  q)
r, θ  : coordenadas polares
q =  (número  irracional ) 2π

 r0  >1   ⇒     órbitas  divergem,  i. e.,   r →  ∞
 r0  <1   ⇒     órbitas  convergem  para r →   0

 r0 =1 ⇒  órbitas  quase-periódicas

L1=  ∂r2

∂ r
( r =  1) =  2 r=  2×1=  2    ⇒ h1 =  ln 2

(sensível  às condições  iniciais )

L2  =  ∂ (θ  +  q)
∂ θ

=( r =  1 ) =  1     ⇒ h2  =  ln 1  =   0



2-	Cálculo	do	Expoente	de	Lyapunov	
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Mapas	Bidimensionais	
	
Cada	órbita	tem	dois	números	de	Lyapunov,	que	medem	a	razão	de	separação,	
em	cada	um	das	duas	direções.	

As	razões	entre	os	eichos	finais	
e	iniciais	são	os	números	de	
Lyapunov.	Os	ln	desses	números	
são	os	expoentes	de	Lyapunov.		
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Mapas Tridimensionais 
 
Cada	órbita	tem	três	números	de	Lyapunov 



Definição : 
f mapa suave em R2, Jn   =   D f n !v0( )
k  =   1, 2   ;    rk

n   comprimento  do eixo  da  elípse  Jn  U1,  para  órbitas
com  pontos  iniciais  em torno  de  !v0;
rk

n   mende  a  contração  e  a  expansão  próximas  a  essas  órbitas.
Cada  número  de  Lyapunov  é  definido  como:
Lk   ≡   lim

n  →  ∞
(rk

n )1/n

Os  expoentes  de  Lyapunov  são   hk = ln Lk

Vamos  usar  a  sequência   L1 > L2 ⇒ h1  >   h2

D f1 !v0( )  : primeira  derivada  no  ponto  !v0  ≡  (x0 , y0 )

D f n !v0( ): n-ésima  derivada  no  ponto  !v0  

r1
n   e  r1

n   são  os  comprimentos  dos  eixos  maior  e  menor
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3-	Dimensão	de	Lyapunov	



Definição:  
f  mapa  em  Rn;
Órbita  com  expoentes  de  Lyapunov  h1 > h2 > h3 > .... > hm ;

p  o  maior  inteiro  tal  que  hi
i = 1

p

∑ ≥ 0;

Dimensão  de  Lyapunov:   DL =

0  se  p  não  existe

p + 1
hp + 1

 hi
i = 1

p

∑ se  p < m

2 se  p =  m

⎧

⎨

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
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Iteração de Área em Torno de Uma Órbita  

Expoentes de Lyapunov  
determinam contratação  
e dilatação. 
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Dimensão por Contagem de Caixas 
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Para  k  → ∞, obtemos a dimensão de Lyapunov 
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Iteração de Volume em Torno de Uma Órbita  
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5-	Par^ções	de	Markov	





Exemplo:   Partição  de  Markov  para  o  Mapa  do  Padeiro

Mapa  do  padeiro  
!
B (x, y) =  

(1/3 x,  2y)   para  0 ≤   y  ≤   1/2
(1/3 x +   2/3,  2y  -  1)   para  1/2 <   y  ≤   1
⎧
⎨
⎩

(O  conjunto  de  Cantor  A  desse  mapa  é  constituido  pelos  retângulos 
verticais  que  permanecem  em  

!
Bn  para  todo  n  (n >  0,  n <  0).

A  é  um  conjunto  invariante  pois   
!
B-1 (A) = A)

Vamos  apresentar  itinerários  S do  mapa  
!
B,  no conjunto  de  Cantor  A.

Pontos  com  esses  esses  itinerários  permanecem  em  A
após  iterações  com  n >  0  ou  n<0.

Itinerário em  A 
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Partição de Markov para o Mapa do Padeiro 
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Conjuntos de pontos iterados que permanecem no quadrado 

Pontos em .L (.R), após uma iteração, vão para L (R) 
Pontos em .RL, após duas iterações, vão para L 

k -2  Largura =
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Iterações com n > 0 
Conjuntos de pontos iterados que permanecem no quadrado 

Ponto em RRL. Está em L e veio de R, após ter saído de R 

)1 k  ( -3  Largura +=



ão  translaçde  Mapa

→ 

Aplicação do mapa do padeiro  B a um itinerário 



caótica  órbita
  símbolos de  repetição  sem  Sequência

k  período  de  órbita
 repetidos símbolosk  com  Sequência

⇒

⇒



Mapa	da	Ferradura	

∗∗

∗∗

∗∗∗∗

==

==
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D  (D)h C  (C)h 
B  (B)h A  (A)h 

DCBA  áreaABCD  área  à  aplicado Mapa
Smale  S.por    ointroduzid,R em Mapa 2



Chaos	
Alligood	et	al.	

Identificação 
de um mapa da ferradura 
no mapa de Hénon 
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Mapa da Ferradura 
Estica de uma fator 4 na vertical 
Contrai de um fator 4 na horizontal 

Conjunto invariante H no quadrado W 
(pontos iterados permanecem em W,  
para  n> 0  e  n< 0). 



R  S  V  em h

L  S  V  em h

 h  em etapas  com
itinerário um    temponto  Cada

(H).h  H  conjunto  do  Vou    V
em permanece  invariante  conjunto  do  ponto  Cada
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R

L

V  em  mapeados  .R  em  Pontos
V  em  mapeados  .L  em  Pontos

(W)h   imagem  da Mapeamento

Imagem 
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W)(h  Mapeamento 2
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Mapeamento  para n < 0 
 
Cruzamentos dos mapeamentos para n > 0 e n< 0 



 4ln - h  e  4ln  h  expoentes com
  Smale) (de  ferradura  da  mapa  do  caóticas Órbitas
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Mapa da ferradura no  
pêndulo forçado 


