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Questao 1 (3 pts) Considere o mapa de Hénon dado pelas equagoes
My - Tpt1 =Yn +1—ax?
Yn4+1 = /an

com «, 3 € R.
a) (1 pt) Para quais valores de «a e 3 o sistema preserva areas?

Solugao (a): Para avaliar a conservagao de area, computa-se o jacobiano do sistema J = DM (x,,, Yy )-

aanrl acIjn«kl

J— 0xp, Oy,
OYn+1 OYnt1

e para conservacao de area detJ = 1:

d —2ax, 1 8
1 =det = —

B8 0
e portanto, para que o mapa conserve area: e a qualquer.

b) (1 pt) Mostre que o mapa de Hénon pode ser decomposto por trés processos geométricos:
(I) uma tor¢ao T'(z,y) = (z,1 — az? +y);
(IT) uma contragao C(z,y) = (Bz,y);
(ITI) uma reflexao R(z,y) = (y, ).

Solugao (b): Executando os mapeamentos na ordem, vem
T(z,y) = (2,1 - az’ +y) = («',y)

C@',y) = (B, y) = (Bz,1 - 0a® +y) = (2",y")
R(:E”7y”) _ (y//7x//) _ (1 _ 041‘2 + y,ﬂx)

e portanto,

| My = RoCoT(z,y) = (y+1— a2® fa)]

c) (1 pt) Encontre os pontos fixos de My.

Solugao (c¢): Pela condi¢ao de ponto fixo, devemos ter T,11 = Tp = 2* € Ypt1 = Yn =y~
=y +1—a(z)? e y* = Ba*
implicando na equacao quadrética

al@*)?+ (1B —1=0



e com isso

ot = 50 (5- 14 VT=F7 +4a)

«

Questao 2 (5 pts) A dinamica de dois corpos celestes mutuamente atraidos pela gravidade é dada pela
Lagrangeana de Kepler

g ()t

onde r é a disténcia entre os corpos, 6 o angulo relativo a algum eixo de referéncia, y = n’ﬁf}fz a massa
reduzida, e kK = Gu uma constante de interagao gravitacional.

a) (1 pt) Obtenha a forma Hamiltoniana do sistema.

Solugao (a): Dada a Lagrangeana

L(r,0,7,0) =

=

2 242y, K
(7 —&—rﬁ)—l—;,

os momentos candnicos conjugados sao

0L ) 0L 2
 —_— — T = — = T .
Pr O ur, Po o0 H
Invertendo as relagoes:
_ DPr 6 — Do
= = a2
H Hr

A Hamiltoniana obtida pela transformacao de Legendre é

H(T,@,pr,pe) :p’r‘r +p09 - ,,iﬂ

2 2
pr P k
H(TaeapT7p9) = @ + 2#?”2 r

b) (1 pt) Mostre que o momento angular L = pr26 & uma constante de movimento. O sistema é inte-
gravel? Caso um terceiro corpo fosse incluido no sistema, como isso afetaria a integrabilidade?

E possivel notar diretamente que L = [1,7”29 = pg, onde O & uma variavel ciclica da Hamiltoniana (9p H = 0)
e portanto pg = gH =0 = .

Uma vez que o sistema possui dois graus de liberdade (r,6) e duas constantes de movimento, a ener-
gia E = H, pois 0;H = 0, e 0 momento angular L, pois dgH = 0, o sistema é integravel.

Ao adicionar um terceiro corpo, a energia e momento angular mantém-se constantes, uma vez que as
novas interagoes gravitacionais ainda sao forgas conservativas e centrais. Porém, com os graus de liber-
dade extra do novo corpo, a integrabilidade do sistema deve ser quebrada para dados valores de energia
e escolha de condicoes iniciais.



c) (1 pt) Faga um esbogo do grafico do potencial efetivo da dindmica para todos os diferentes cenérios
de momento angular.

Solugao (c)
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Figure 1: Potenciais efetivos Veg = 25% — % para L = 0 (a esquerda) e L # 0 (& direita). A linha
horizontal indica £ = 0. Quando L # 0, para E < 0 as Orbitas sdo elipticas e periédicas e para E > 0
sao hiperboélicas. E' = 0 corresponde & 6rbita paraboélica. Para L = 0 os corpos ou colidem ou afastam-se

indefinidamente.

d) (1 pt) Esboge os tipos de trajetorias possiveis no espago de fase para todos os cenarios de momento
angular. Lembre-se de indicar possiveis pontos fixos e a dire¢cao do movimento.

Solugao (d)
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Figure 2: Espago de fase (p,,7) para o sistema de Kepler para L = 0 (a esquerda) e L # 0 (a direita).

e) (1 pt) Encontre o ponto fixo do espago de fases (r,p,) e a equagdo da separatriz para o caso L # 0.
Interprete fisicamente a que tipos de érbitas elas correspondem.

O ponto fixo neste caso correspondera a oOrbita circular, uma vez que no ponto fixo » = 0, p. = 0 e
r = r. =cte, implicando que

L? k L?
Br=0 = OVerl,,, =0 = — Lt =0 = =

3 2
prg e




A equacao da separatriz por sua vez é dada na energia de escape Ey., = 0, ou seja

2 2
Dy Dy k
P 2,u+2m“2 r

e corresponde a 6rbita parabdlica.

Questao 3 (3 pts) Considere a Hamiltoniana de Kerr na forma
2
H=(p"+4)

para variaveis canonicas (g, p) € R2.

a) (2 pts) Assumindo uma fungao geratriz S(q,0) = f(q)cot(d), para a mudanca de coordenadas
(g,p) — (0,1), determine a funcao f(q) tal que a nova Hamiltoniana seja reduzida & forma H(I) = 412.

a) A partir da geratriz S(g,0) = f(g) cot 8, as relagdes candnicas sao

oS 08

- = 4 = —_—— =
f'(q) cot 0, I 20

_ 2

Da segunda relagao obtemos

I
cot? = — —1.

f(q)

Substituindo em p?:

I /(@)
2 / 2 2 ! 2 / 2
P~ = f(q)"cot™0 = f'(q (1) I'—fq
& ) fla) f(a) @
Logo,
/ 2
2 > ['(a) 2 10,82
P ta = I'+(¢" = f(q)7).
() ( (9)7)
Para que a expressao dependa apenas de I, os coeficientes devem ser independentes de ¢. Isso implica
f/(Q)Z 2 10 \2
fa) @

Da segunda equacao segue

q2

flo=a = flo=5+C

Tomamos C = 0 sem perda de generalidade. Assim,

2
_ ¢
Com essa escolha,
2
I—%CSC29, p?+ ¢ =21,

e portanto

(H = (5 + %) = (21)° = 41? |

b) (1 pt) Encontre ¢(t) e p(t) para condigoes iniciais (g, Ip), no instante ¢ = 0.



b) A Hamiltoniana em varidveis angulo e acdo ¢ H(I) = 4I%. Assim,
. dH .
0 =—=28I I=0.
drl '
Portanto,
0(t) = 6y + 8Iot.

As transformagoes inversas ficam
q=V2Isinb, p=+V2[cosh.

Logo, para as condigoes iniciais (6p, Ip):

q(t) =/ 2[0 sin(90 + 8]0t), p(t) = 2[0 COS(90 + 8[0t).

Formulario
7= (rcos(p), rsin(p)) = ri T=77F+1ropd L=T-V
o oL o _dor_,
bi= (9q] Pj= (’9qj qu dt aql a
OL OH OH
7 0L . _oH . _ _OH
;q dd; dk Opr Px dan
df of
= —- K P,t)=H t —
i pi | Qi P;
Iy (qa Q7 t) % oF - ggt
Fy(q,P,1) o aqj apf o
F3(p7Qat) _gif oF _8Qi
F4(p?P7t) _apj apj
7= 3(@) DG"IDG =] J = (O}L é)
{Qi, Pj} = dij {Qi,Q;} =0 {Pi, P} =0
1 1 1
t(z) = — _
cot(z) tan(z) sec(z) cos(x) ese(x) sin(x)
tan?(x) + 1 = sec?(z) cot?(x) + 1 = csc?(x)

Boa Prova &

E=T+V



