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o Entregar a resolugéo até as 12:00 horas (meio dia) do dia 25/10/2024.

e A resolugdo pode ser enviada em formato PDF para luis.bernardi.souza@usp.br ou
depositada no escaninho do Prof. Iberé L. Caldas na secretaria do Departamento de
Fisica Aplicada.

(3 Pontos) Questao 1 Inicialmente, considere a Hamiltoniana integravel,

12
Hy=—,
072
a qual descrevemos em termos da variavel de agdo I. A seguir, considere a Hamiltoniana H
comporta pela funcdo Hy e duas perturbacoes dependentes da variavel angular 6 e do tempo

canonico 7:
H(,I,7)=Hy(I)—acosf —bcos(20 — 1),
na qual as constantes a < 1 e b < 1 representam os parametros de controle.

(a) Mostre que as perturbagoes atuam de forma ressonante sobre trajetérias com agoes em
torno dos valores I =0 e I = 0.5. (1 ponto)

(b) Calcule o espagamento §/ entre as ressonancias no espago de fase I x 6. (0,5 ponto)

(c) Calcule a largura no espago de fase A, da ilha localizada na regido da ressonancia
com I = 0. Neste caso, considere a Hamiltoniana local integravel com uma tnica ressonancia
(b=0). (0,5 ponto)

(d) Calcule a largura no espago de fase Ay de uma ilha localizada na regiao da ressonéncia
com I = 0.5. Nesta situagfo, considere a Hamiltoniana local integravel com uma tinica ressonan-
cia (a =0). (0,5 ponto)

(e) Escreva, em fungdo dos valores dos parametros a e b, a condi¢do de Chirikov para a

observacao, no espaco de fase, de caos global na regido entre as duas ressonancias discutidas
anteriormente. (0,5 ponto)

(3 Pontos) Questao 2 Considere a seguinte Hamiltoniana::

3
H= % + eJ? cos(2¢ — 3t), e 1,

na qual (¢, J) sdo as varidveis de dngulo e agao do sistema para ¢ = 0.

(a) Estime o valor da condicdo inicial J(¢ = 0) = (3, para o qual a perturbacao sobre a



trajetéria, decorrente do termo da Hamiltoniana que depende do pardmetro €, é ressonante.
(0,5 ponto)

(b)Considere agora as trajetérias proximas a regido de ressondncia, ou seja, com condi¢do
inicial J(t = 0) ~ ;. Expandindo H em torno de J = f3,, obtenha a Hamiltoniana, (1 ponto)

35r
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Indique as transformagoes necessarias para obter h.

h(g, AJ) = woAJ + =LAJT? + €82 cos(2¢ — 3t).

(c) Realize a transformagio candnica com funcdo geratriz S = I(2¢ — 3t), entre os con-
juntos de variaveis (¢, AJ) e (0, 1), e reescreva a Hamiltoniana h como, (1 ponto)

; 30,

h(0,1) = 5 I? + €2 cosf.

(d) Calcule a semi-largura A da ilha préxima a regido da ressonincia para h. (0,5 ponto)

(4 Pontos) Questao 3 Considere, inicialmente, a seguinte Hamiltoniana integravel:
Hy=hL+1,—I7 - 3L I, + I3,

a qual estd descrita em termos de suas varidveis de angulo e acdo, designadas respectivamente
por 0; e I;, para ¢ =1, 2.

a ostre que as Irequenclas caracteristicas das trajetorias no espaco de rase Ssao 9
Most f énci teristi das trajetori de f ao (0,5
ponto)

wi=1—-2L1 -3, e wo=1-3[1+ 2.

(b) No espaco de fase descrito pela Hamiltoniana Hy, considere uma trajetéria I' com
condigoes iniciais 61(t = 0) = aq, 62(t = 0) = ag, I1(t = 0) = By e I2(t = 0) = Po. Cal-
cule 6;(t) e I;(t). (0,5 ponto)

(c) Agora, considere a Hamiltoniana H composta por Hy e uma pequena perturbagcio:
H = Hy+ «Hy = Hy(I1, I) + a1 I cos (mby — nbs) ,

na qual m e n sdo dois niimeros inteiros e o < 1. Seja a fungdo geratriz

F F:
G = F101 + F305 + agpm sin(mby; —nba),  gnm = I ,
mwi; — nwy

que define uma transformagdo canoénica entre as varidveis (0;,1;) e (¢4, F;). Empregando a
transformacao de variaveis estabelecida por GG, podemos reescrever a Hamiltoniana H no seguinte
formato:

H = ho(Fy, F») + O(a?).

Mostre que as relagoes entre as novas e as antigas varidveis até a primeira ordem em « sao (0,5
ponto)

I = F1 + amgnpm cos(mo1 — nga) + O(ag)
Iy = F5 — angpm cos(meo — nga) + O(az)
01 = ¢1 — ag;—;n sin(me) — ngs) + O(a?)

02 = g — a% sin(mey — ngz) + O(a?)



(d) Determine ho(F1, F3). (1 ponto)

(e) F e F; sao constantes de movimento, ao longo da trajetéria I' perturbada, até a primeira
ordem em «. Justifique esta afirmacdo. (1 ponto)

(f) Obtenha as frequéncias caracteristicas 11 e v da trajetéria I' perturbada no espago
de fase F; x ¢;. (0,5 ponto)
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