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Questão 1 (5 pts) Considere o mapa bidimensional M : R2 → R2{
xn+1 = xn + a

(
1− y2n+1

) (
1− ϵy2n+1

)
(mod 1)

yn+1 = yn − b sin(2πxn)
(1)

para as variáveis xn ∈ [0, 1) e yn ∈ (−∞,∞). Os parâmetros de controle, a, b e ϵ, são valores reais.

Sugestão: Defina F (y) := a
(
1− y2

) (
1− ϵy2

)
e sua derivada, dF

dy , para organizar e simplificar contas.

a) (1 pt) Determine se o mapa M preserva área.

b) (2 pts) Encontre todos os pontos de equilíbrio. Em seguida, considere o caso particular a = b = 1√
2π

e ϵ = 0, e analise a estabilidade linear dos pontos.

c) (2 pts) Dizemos que um sistema é twist se a frequência de rotação de xn+1 é estritamente crescente
(ou estritamente decrescente) na variável yn, isto é, se∣∣∣∣∂xn+1

∂yn

∣∣∣∣ > 0

para todo yn. Determine se o sistema (1) é twist ou não-twist.

Questão 2 (6 pts) Partindo de uma Hamiltoniana integrável e escrita em variável de ação I como

H0 =
I2

2
,

considere duas perturbações dependentes do ângulo θ e do tempo t:

H(θ, I, t) = H0(I)− a cos(mθ)− b cos(nθ − t), (2)

onde a ≪ 1 e b ≪ 1 são parâmetros de controle, e m,n ∈ Z são os modos de ressonância.

a) (1 pt) Encontre os valores de ação I∗m e I∗n em torno dos quais atuam as perturbações associadas aos
modos m e n, respectivamente. Escreva o espaçamento δI entre essas ressonâncias no espaço de fase I×θ.

b) (2 pts) Calcule as larguras das ilhas ressonantes, ∆m e ∆n, geradas pelos modos de amplitude a e
b, respectivamente. Para o cálculo de cada ressonância, considere uma aproximação local na qual apenas
uma ressonância atua.

c) (1.5 pts) Esboce as ressonâncias no espaço de fases I × θ e indique as quantidades calculadas
(I∗m, I∗n, δI,∆m,∆n).

d) (1.5 pts) Escreva a condição de Chirikov em função dos parâmetros (a, b,m, n) e explique como ela
se relaciona com o aparecimento de caos no sistema.
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Formulário

L = T − V E = T + V

pj =
∂L

∂q̇j
ṗj =

∂L

∂qj

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0

H =
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L q̇k =

∂H

∂pk
ṗk = −∂H

∂qk

df

dt
= {f,H}+ ∂f

∂t
{f, g} =

n∑
i=1

∂f

∂qi

∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
K(Q,P, t) = H(q,p, t) +

∂F

∂t

qi pi Qi Pi

F1(q,Q, t) ∂F1

∂qi
− ∂F1

∂Qi

F2(q,P, t) ∂F2

∂qi
∂F2

∂Pi

F3(p,Q, t) −∂F3

∂pi
− ∂F3

∂Qi

F4(p,P, t) −∂F4

∂pi

∂F4

∂Pi

z⃗ = ϕ⃗(ω⃗) Dϕ⃗TJDϕ⃗ = J J =

(
0n In
−In 0n

)

{Qi, Pj} = δij {Qi, Qj} = 0 {Pi, Pj} = 0

Boa Prova
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