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Questao 1 (5 pts) Considere o mapa bidimensional M : R? — R?

Tnpr=an+a(l—y2,) (1—ey?2,y) (mod 1)
Ynt1 = Yn — bsin(27x,,)

para as variaveis z, € [0,1) e y,, € (—00,00). Os pardmetros de controle, a, b e €, sdo valores reais.
a) (1 pt) Determine se o mapa M preserva area.

Solugao (a). Para verificar se o mapa M preserva area, calcula-se o determinante do seu jacobiano
J =DM (xp,yn)-
aanrl a:17n+1

J — det axn ay'ﬂ
Ynt1  OYni1
8:1771, 8yn
Onde P 5 5
Tn41 , Yn+1 Tn+1 /
=1 F n 5 =akF n ;
i +al" (Ynt1) i Dy aF" (Yny1)
Oy, Oyn
i —27b cos(2mxy,), i 1,
o, ayn
sendo

Fly)=1-y)A—-e®),  Fy) =2yl —ey®) — 2ey(1 — ¢°).

O jacobiano fica:
1 —2mabF' (yns1)cos(2mxy,)  aF (yni1)
J = det
—27b cos(2mxy,) 1

Os termos com aF”(y,+1) se cancelam, obtendo-se assim

vxnu Yn, @, ba €.

Sendo o determinante do jacobiano igual a 1 em todo ponto do espago de fase, o mapa M preserva areas.

b) (2 pts) Encontre todos os pontos de equilibrio. Em seguida, considere o casoa =b= ——=e e =0, e
analise a estabilidade linear dos pontos.

Solugao (b). Dada a condigao de equilibrio

* *
T+l = Tp =T, Yn+1 =Yn =Y ,

a condicao para y,4+1 implica

y'=y* —bsin(2rz*) = bsin(2mz*)=0 = 2wz =knr, kecZ.



ou seja,

Uma vez que z* € [0,1), deve valer que

A condigao de equilibrio pra x,, por sua vez implica:
o=z +a(l-(y")*)(1—e(y*)?) (mod1l).

(1= ")) (1 -ey)?) =0

Assim, os valores possiveis de y* sao

y*==+1] esee>0, |y"==+

Portanto, os pontos de equilibrio sao

(x*,y") € {0,%} x {£1}] e ,casoe>0, |(a*,y")e€ {0,%} X {iﬁ} )

Para analisar a estabilidade linear, calculamos o jacobiano do mapa nos pontos fixos. Como indicado,
tomamos € = 0, reduzindo o nimero de pontos fixos.

Aproveitando o calculo feito no item (a), nos pontos fixos (x*,y*) o jacobiano fica

(. y") = 1 —2mabF’(y*) cos(2ma™) aF'(y*)
v)= —27b cos(2ma™) 1

e a estabilidade determinada pelos autovalores A4

T+VT?—4

det(J—AH):O — Ai: 2 ’

onde
T(z*,y*) = tr(J(z*,y")) = 2(1 — mabF'(y*) cos(2mz")) .

é o traco do jacobiano.
Usando que, para os pontos fixos encontrados, vale

cos(2mx™) = { ) .
1, 2=

1, x* =0,
1
2

e a fungdo F'(y*,e = 0) por sua vez assume os valores

2,y =1
F/(y*,GZO)Z{ y Y )
27 y* = _17

A estabilidade neste caso ficou definida pelo sinal dentro do discriminante da raiz de A4, sendo que
e sec ’T(I*,y*)| < 2, o ponto fixo ¢ eliptico (linearmente estavel)
e se ’T(w*,y*)| > 2, o ponto fixo é hiperbdlico (linearmente instavel)

e se ’T(x*,y*)| = 2, o ponto é parabdlico (caso limite).



c) (2 pts) Dizemos que um sistema é twist se a frequéncia de rotagdo de x,41 ¢ estritamente crescente
(ou estritamente decrescente) na variavel y,, isto &, se

8xn+1
Oyn,

para todo y,. Determine se o sistema (1) é twist ou ndo-twist.

Solugao (c). Sendo
Tn+1 = T + aF(yn+1)7

da equagao de y,+1 temos

é)‘/EﬂH-l / 8yn+1 /
=aF' (yp, =alF'(y, ,
n aF'(Yn+1) e aF'(Yn+1)
onde J
F'(y) = dy [(1—y*)(1—ey?)] =2y(2ey® — e —1).
Logo,
8$n+1
Gy, = 20vn1 2oy —e—1).

Para que o mapa seja twist globalmente, é necessério que 9x,,41 /9y, nunca se anule (ou, equivalentemente,
que mantenha sempre o mesmo sinal)

ox 1
‘H >0 Y.

OYn

. ) PR . .
Como a derivada % é ctubica em y,4+1 € como y,+1 pode assumir qualquer valor real, existem, em

geral, pontos do espagno de fase para os quais a condicao twist nao é satisfeita.

.| M é um sistema nao-twist |.

Questao 2 (6 pts) Partindo de uma Hamiltoniana integravel e escrita em variavel de agdo I como

12
HO = ?7

considere duas perturbacoes dependentes do dngulo 6 e do tempo ¢:
H(0,1,t) = Hy(I)— acos(mb) — bcos(nd —t), (2)

onde a < 1 e b < 1 sao parametros de controle, e m,n € Z sao os modos de ressonancia.

a) (1 pt) Encontre os valores de agdo I, e I} em torno dos quais atuam as perturbagoes associadas aos
modos m e n, respectivamente. Escreva o espacamento ¢/ entre essas ressonancias no espago de fase I x 6.

Solugao (a). Modo —acos(mf): Pela condi¢ao de ressondncia, o argumento angular é aproximadamente
nulo, e portanto
OHy

15

Assim,
I =0

m



Similarmente para o modo —bcos(nf — t), na regido de ressonancia deve valer

d O0Hy
—(nf —t) =~ — —1= Ir=1
dt(n )O:nﬁll* 0 = nlI,
Portanto,
1
I =—
n

O espacamento entre as agoes acaba sendo entao

ol =

I =1,

b) (2 pts) Calcule as larguras das ilhas ressonantes, A, e A,,, geradas pelos modos de amplitude a e
b, respectivamente. Para o calculo de cada ressonancia, considere uma aproximacao local na qual apenas
uma ressonincia atua.

Solugao (b). Para o calculo da largura de cada modo ressonante, é assumida uma aproximagao local
onde apenas uma ressonancia atua, resultando em Hamiltonianas do tipo péndulo
I2
H, = 5~ a cos(md)

I2
H, = 5~ bcos(nf —t)

De maneira geral, em Hamiltonianas pendulares, a largura da ilha é encontrada em termos das amplitudes
F e G na forma (ver detalhes mais abaixo)

1
2
g12 — FCOS(Q) = Ailha =2 ‘F

Hen:
pend ™ 7 G

Portanto, para cada ressonéancia fica

1
H,, = 512 —acos(mb) = m

H, = %I2 —beos(nf —t) = | A, =2Vb

Detalhe sobre o calculo da amplitude

Em detalhe, a largura da ilha é dada pela distancia entre o seu centro, localizado em Icentro = I3y, ,
e 0 ponto mais ‘alto’ no eixo da a¢do I.x (imaginando a ilha como no caso pendular, devido a aproxi-
macao feita).

A acdo I? tera valor maximo em 6 = 0 (coincidente ao minimo do potencial), justamente no ponto mais
alto da separatriz. Por conta disso, primeiramente calcula-se o valor de energia na separatriz, neste caso
tomando o ponto hiperbolico como referéncia (6%, I%,) = (m,0):

sep’ *sep

Hsep =F
e calculando agora o valor maximo da agao, isto é, o ponto onde o potencial é minimo (f = 0), a agdo
méaxima ¢ dada por

1
2

G F
Hya=F=—I> —F = ILx=4|=
pend 2 max ’G
1
F2

n ‘[max - Icentr0| - Ailha =4 ’G




c) (1.5 pts) Esboce as ressonancias no espago de fases I x 6 e indique as quantidades calculadas
(L5, I 01, A, Ay).

m>n

Figure 1: Esquema representando as ilhas resonantes referentes aos modos m,n. O valor do modo influi
também no periodo da cadeia de ilhas.

d) (1.5 pts) Escreva a condigdo de Chirikov em fungéo dos parametros (a,b, m,n) e explique como ela
se relaciona com o aparecimento de caos no sistema.

A condic¢ao de Chirikov estabelece que a sobreposicao das ilhas é o mecanismo pelo qual surge caos no
sistema. Com isso, para que haja sobreposicao, é preciso que a distancia §/ entre as ilhas ressonanates
seja aproximadamente menor do que suas larguras. O critério é entao dado por

Am +A

= no>
C Rt

Caso satisfeito, espera-se caos na regiao entre as ilhas. Em termos dos valores obtidos na questao, temos

_2/a+2vb

n|~*

C =2ln] (Va -+ vb)

C




