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Questão 1 (5 pts) Considere o mapa bidimensional M : R2 → R2{
xn+1 = xn + a

(
1− y2n+1

) (
1− ϵy2n+1

)
(mod 1)

yn+1 = yn − b sin(2πxn)
(1)

para as variáveis xn ∈ [0, 1) e yn ∈ (−∞,∞). Os parâmetros de controle, a, b e ϵ, são valores reais.

a) (1 pt) Determine se o mapa M preserva área.

Solução (a). Para verificar se o mapa M preserva área, calcula-se o determinante do seu jacobiano
J = DM(xn, yn).

J = det


∂xn+1

∂xn

∂xn+1

∂yn
∂yn+1

∂xn

∂yn+1

∂yn


Onde

∂xn+1

∂xn
= 1 + aF ′(yn+1)

∂yn+1

∂xn
,

∂xn+1

∂yn
= aF ′(yn+1),

∂yn+1

∂xn
= −2πb cos(2πxn),

∂yn+1

∂yn
= 1,

sendo
F (y) = (1− y2)(1− ϵy2), F ′(y) = −2y(1− ϵy2)− 2ϵy(1− y2).

O jacobiano fica:

J = det

1− 2πabF ′(yn+1)cos(2πxn) aF ′(yn+1)

−2πb cos(2πxn) 1

 .

Os termos com aF ′(yn+1) se cancelam, obtendo-se assim

J = 1 ∀xn, yn, a, b, ϵ.

Sendo o determinante do jacobiano igual a 1 em todo ponto do espaço de fase, o mapa M preserva áreas.

b) (2 pts) Encontre todos os pontos de equilíbrio. Em seguida, considere o caso a = b = 1√
2π

e ϵ = 0, e
analise a estabilidade linear dos pontos.

Solução (b). Dada a condição de equilíbrio

xn+1 = xn = x∗, yn+1 = yn = y∗,

a condição para yn+1 implica

y∗ = y∗ − b sin(2πx∗) =⇒ b sin(2πx∗) = 0 =⇒ 2πx∗ = kπ, k ∈ Z.
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ou seja,

x∗ =
k

2
(mod 1).

Uma vez que x∗ ∈ [0, 1), deve valer que

x∗ = 0 e x∗ =
1

2
.

A condição de equilíbrio pra xn por sua vez implica:

x∗ = x∗ + a
(
1− (y∗)2

)(
1− ϵ(y∗)2

)
(mod 1).(

1− (y∗)2
)(
1− ϵ(y∗)2

)
= 0.

Assim, os valores possíveis de y∗ são

y∗ = ±1 e, se ϵ > 0, y∗ = ± 1√
ϵ
.

Portanto, os pontos de equilíbrio são

(x∗, y∗) ∈
{
0, 1

2

}
× {±1} e, caso ϵ > 0, (x∗, y∗) ∈

{
0, 1

2

}
×
{
± 1√

ϵ

}
.

Para analisar a estabilidade linear, calculamos o jacobiano do mapa nos pontos fixos. Como indicado,
tomamos ϵ = 0, reduzindo o número de pontos fixos.

Aproveitando o cálculo feito no item (a), nos pontos fixos (x∗, y∗) o jacobiano fica

J(x∗, y∗) =

(
1− 2πabF ′(y∗) cos(2πx∗) aF ′(y∗)

−2πb cos(2πx∗) 1

)
.

e a estabilidade determinada pelos autovalores λ±

det (J − λI) = 0 =⇒ λ± =
T ±

√
T 2 − 4

2
,

onde
T (x∗, y∗) = tr

(
J(x∗, y∗)

)
= 2 (1− πabF ′(y∗) cos(2πx∗)) .

é o traço do jacobiano.
Usando que, para os pontos fixos encontrados, vale

cos(2πx∗) =

{
1, x∗ = 0,

−1, x∗ = 1
2 ,

e a função F ′(y∗, ϵ = 0) por sua vez assume os valores

F ′(y∗, ϵ = 0) =

{
−2, y∗ = 1,

2, y∗ = −1,

A estabilidade neste caso ficou definida pelo sinal dentro do discriminante da raiz de λ±, sendo que

• se
∣∣T (x∗, y∗)

∣∣ < 2, o ponto fixo é elíptico (linearmente estável)

• se
∣∣T (x∗, y∗)

∣∣ > 2, o ponto fixo é hiperbólico (linearmente instável)

• se
∣∣T (x∗, y∗)

∣∣ = 2, o ponto é parabólico (caso limite).
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c) (2 pts) Dizemos que um sistema é twist se a frequência de rotação de xn+1 é estritamente crescente
(ou estritamente decrescente) na variável yn, isto é, se∣∣∣∣∂xn+1

∂yn

∣∣∣∣ > 0

para todo yn. Determine se o sistema (1) é twist ou não-twist.

Solução (c). Sendo
xn+1 = xn + aF (yn+1),

da equação de yn+1 temos
∂xn+1

∂yn
= aF ′(yn+1)

∂yn+1

∂yn
= aF ′(yn+1),

onde
F ′(y) =

d

dy

[
(1− y2)(1− ϵy2)

]
= 2y

(
2ϵy2 − ϵ− 1

)
.

Logo,
∂xn+1

∂yn
= 2a yn+1

(
2ϵy2n+1 − ϵ− 1

)
.

Para que o mapa seja twist globalmente, é necessário que ∂xn+1/∂yn nunca se anule (ou, equivalentemente,
que mantenha sempre o mesmo sinal) ∣∣∣∣∂xn+1

∂yn

∣∣∣∣ > 0 ∀yn.

Como a derivada ∂xn+1

∂yn
é cúbica em yn+1 e como yn+1 pode assumir qualquer valor real, existem, em

geral, pontos do espaço de fase para os quais a condição twist não é satisfeita.

∴ M é um sistema não-twist .

Questão 2 (6 pts) Partindo de uma Hamiltoniana integrável e escrita em variável de ação I como

H0 =
I2

2
,

considere duas perturbações dependentes do ângulo θ e do tempo t:

H(θ, I, t) = H0(I)− a cos(mθ)− b cos(nθ − t), (2)

onde a ≪ 1 e b ≪ 1 são parâmetros de controle, e m,n ∈ Z são os modos de ressonância.

a) (1 pt) Encontre os valores de ação I∗m e I∗n em torno dos quais atuam as perturbações associadas aos
modos m e n, respectivamente. Escreva o espaçamento δI entre essas ressonâncias no espaço de fase I×θ.

Solução (a). Modo −a cos(mθ): Pela condição de ressonância, o argumento angular é aproximadamente
nulo, e portanto

mθ̇ ≈ 0 =⇒ m
∂H0

∂I

∣∣∣∣
I∗
m

= 0 =⇒ mI∗m = 0.

Assim,
I∗m = 0
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Similarmente para o modo −b cos(nθ − t), na região de ressonância deve valer

d

dt
(nθ − t) ≈ 0 =⇒ n

∂H0

∂I

∣∣∣∣
I∗
n

− 1 = 0 =⇒ n I∗n = 1.

Portanto,

I∗n =
1

n

O espaçamento entre as ações acaba sendo então

δI =
∣∣I∗n − I∗m

∣∣ = ∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ = 1

|n|
.

b) (2 pts) Calcule as larguras das ilhas ressonantes, ∆m e ∆n, geradas pelos modos de amplitude a e
b, respectivamente. Para o cálculo de cada ressonância, considere uma aproximação local na qual apenas
uma ressonância atua.

Solução (b). Para o cálculo da largura de cada modo ressonante, é assumida uma aproximação local
onde apenas uma ressonância atua, resultando em Hamiltonianas do tipo pêndulo

Hm =
I2

2
− a cos(mθ)

Hn =
I2

2
− b cos(nθ − t)

De maneira geral, em Hamiltonianas pendulares, a largura da ilha é encontrada em termos das amplitudes
F e G na forma (ver detalhes mais abaixo)

Hpend =
G

2
I2 − F cos(θ) =⇒ ∆ilha = 2

∣∣∣∣FG
∣∣∣∣ 12

Portanto, para cada ressonância fica

Hm =
1

2
I2 − a cos(mθ) =⇒ ∆m = 2

√
a

Hn =
1

2
I2 − b cos(nθ − t) =⇒ ∆n = 2

√
b

Detalhe sobre o cálculo da amplitude

Em detalhe, a largura da ilha é dada pela distância entre o seu centro, localizado em Icentro = I∗m,n

e o ponto mais ‘alto’ no eixo da ação Imax (imaginando a ilha como no caso pendular, devido a aproxi-
mação feita).
A ação I2 terá valor máximo em θ = 0 (coincidente ao mínimo do potencial), justamente no ponto mais
alto da separatriz. Por conta disso, primeiramente calcula-se o valor de energia na separatriz, neste caso
tomando o ponto hiperbólico como referência (θ∗sep, I

∗
sep) = (π, 0):

Hsep = F

e calculando agora o valor máximo da ação, isto é, o ponto onde o potencial é mínimo (θ = 0), a ação
máxima é dada por

Hpend = F =
G

2
I2max − F =⇒ Imax = 4

∣∣∣∣FG
∣∣∣∣ 12

∴ |Imax − Icentro| = ∆ilha = 4

∣∣∣∣FG
∣∣∣∣ 12
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c) (1.5 pts) Esboce as ressonâncias no espaço de fases I × θ e indique as quantidades calculadas
(I∗m, I∗n, δI,∆m,∆n).

Figure 1: Esquema representando as ilhas resonantes referentes aos modos m,n. O valor do modo influi
também no período da cadeia de ilhas.

d) (1.5 pts) Escreva a condição de Chirikov em função dos parâmetros (a, b,m, n) e explique como ela
se relaciona com o aparecimento de caos no sistema.

A condição de Chirikov estabelece que a sobreposição das ilhas é o mecanismo pelo qual surge caos no
sistema. Com isso, para que haja sobreposição, é preciso que a distância δI entre as ilhas ressonanates
seja aproximadamente menor do que suas larguras. O critério é então dado por

C =
∆m +∆n

δI
≳ 1.

Caso satisfeito, espera-se caos na região entre as ilhas. Em termos dos valores obtidos na questão, temos

C =
2
√
a+ 2

√
b

|n|−1

C = 2|n|
(√

a+
√
b
)
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