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Questão 1 (3 pts) Considere o mapa de Hénon dado pelas equações

MH :

{
xn+1 = yn + 1− αx2

n

yn+1 = βxn

com α, β ∈ R.

a) (1 pt) Para quais valores de α e β o sistema preserva áreas?

b) (1 pt) Mostre que o mapa de Hénon pode ser decomposto por três processos geométricos:

(I) uma torção T (x, y) := (x, 1− αx2 + y);

(II) uma contração C(x, y) := (βx, y);

(III) uma reflexão R(x, y) := (y, x).

c) (1 pt) Encontre os pontos fixos de MH .

Questão 2 (5 pts) A dinâmica de dois corpos celestes mutuamente atraídos pela gravidade é dada pela
Lagrangiana de Kepler

L =
µ

2

(
ṙ2 + r2θ̇2

)
+

k

r

onde r é a distância entre os corpos, θ o ângulo relativo a algum eixo de referência, µ = m1m2

m1+m2
a massa

reduzida, e k = Gµ uma constante de interação gravitacional.

a) (1 pt) Obtenha a forma Hamiltoniana do sistema.

b) (1 pt) Mostre que o momento angular L = µr2θ̇ é uma constante de movimento. O sistema é inte-
grável? Caso um terceiro corpo fosse incluido no sistema, como isso afetaria a integrabilidade?

c) (1 pt) Faça um esboço do gráfico do potencial efetivo da dinâmica para todos os diferentes cenários
de momento angular.

d) (1 pt) Esboçe os tipos de trajetórias possíveis no espaço de fase para todos os cenários de momento
angular. Lembre-se de indicar possíveis pontos fixos e a direção do movimento.

e) (1 pt) Encontre o ponto fixo do espaço de fases (r, pr) e a equação da separatriz para o caso L ̸= 0.
Interprete fisicamente a que tipos de órbitas elas correspondem.
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Questão 3 (3 pts) Considere a Hamiltoniana de Kerr na forma

H =
(
p2 + q2

)2
para variáveis canônicas (q, p) ∈ R2.

a) (2 pts) Assumindo uma função geratriz S(q, θ) = f(q) cot(θ), para a mudança de coordenadas
(q, p) → (θ, I), determine a função f(q) tal que a nova Hamiltoniana seja reduzida à forma H(I) = 4I2.

b) (1 pt) Encontre q(t) e p(t) para condições iniciais (θ0, I0), no instante t = 0.

Formulário

r⃗ = (r cos(φ), r sin(φ)) = rr̂ v⃗ = ṙr̂ + rφ̇φ̂ L = T − V E = T + V

pj =
∂L

∂q̇j
ṗj =

∂L

∂qj

∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
= 0

H =
∑
i

q̇i
∂L

∂q̇i
− L q̇k =

∂H

∂pk
ṗk = −∂H

∂qk

df

dt
= {f,H}+ ∂f

∂t
K(Q,P, t) = H(q,p, t) +

∂F

∂t

qi pi Qi Pi

F1(q,Q, t) ∂F1

∂qi
− ∂F1

∂Qi

F2(q,P, t) ∂F2

∂qi
∂F2

∂Pi

F3(p,Q, t) −∂F3

∂pi
− ∂F3

∂Qi

F4(p,P, t) −∂F4

∂pi

∂F4

∂Pi

z⃗ = ϕ⃗(ω⃗) Dϕ⃗TJDϕ⃗ = J J =

(
0n In
−In 0n

)

{Qi, Pj} = δij {Qi, Qj} = 0 {Pi, Pj} = 0

cot(x) =
1

tan(x)
sec(x) =

1

cos(x)
csc(x) =

1

sin(x)

tan2(x) + 1 = sec2(x) cot2(x) + 1 = csc2(x)

Boa Prova
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