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Resumo

Nesta tese foi estudado o transporte de particulas na borda do plasma confinado
magneticamente em tokamaks a partir de um modelo para ondas de deriva proveniente de
flutuagoes eletrostaticas geradas pela nao uniformidade do plasma. Para investigar esse
problema, consideramos o modelo com duas ondas de deriva, que possui uma complexa
dinamica nao linear onde podemos encontrar tanto transporte anéomalo quanto transporte
difusivo. Para a encontras no plano de fases as Estruturas Lagrangianas Coerentes (ELCs)
e os jatos, foram confeccionados mapas de Poincaré, diagramas de expoente de Lyapunov
a tempo finito, diagramas de deslocamento quadratico, diagramas de autocorrelagao da
velocidade e o diagrama de retorno. Para avaliar o impacto dessas ELCs no transporte de
particulas foram analisados a série temporal do desvio padrao médio, da dispersao relativa
e dos saltos dentro do mapa de Poincaré e também foram confeccionados histogramas
com a distribuicao desses saltos. Foi encontrado que, com duas ondas de deriva e para
uma determinada combinagao de parametros, surgem correntes de jato, que persistem por
longos periodos, imersas na regiao cadtica. Verificamos que, assim como nas ilhas, a regiao
interna as correntes de jato sao inacessiveis as ELCs. Também foi encontrado que, quando
existe uma corrente de jato, o transporte observado na regiao cadtica nao é simétrico com
uma pequena deriva na direcao contraria ao jato. Esse fendmeno observado ocorre em
contrapartida ao caso tipico de sistemas com mistura em que as ELCs tem acesso a todo

o plano de fase e o transporte ¢é difusivo.






Abstract

In this thesis we studied the particle transport in the edge of magnetically confined
plasma in tokamaks using a model of drift waves due to electrostatic fluctuations genera-
ted by the non-uniformity of the plasma. To investigate this issue, we consider the model
with two drift waves, which has a complex nonlinear dynamics where we can find both
anomalous and diffusive transport. To find the Lagrangian Coherent Structures (LCSs)
and the jets, we used Poincaré maps, Finite time Lyapunov exponent diagrams, quadratic
displacement diagrams, autocorrelation velocity diagrams and return displacement dia-
gram. To evaluate the impact of LCSs in the transport of particles, we analyzed the time
series of both average standard deviation and relative dispertion and also histograms of
the distribution of these jumps. It was found that, with two drift waves and for a given
combination of parameters, a jet streams appear in the phase space and persist for long
periods of time immersed in the chaotic region. We found that, as well as on the islands,
the inner region of the jet streams are inaccessible to LCSs. It was also found that when
there is a jet stream, the transport observed in the chaotic region is not symmetrical and
have a small drift in the opposite direction to the jet. This phenomenon is observed in
contrast to the typical case of systems with mixing in wich the LCSs have access to all

the phase space and the trasnport is diffusive.
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Capitulo 1
Introducao

Um dos problemas encontrados para o confinamento de plasma em tokamaks é o
transporte de particulas para a borda [1]. Esse transporte é causado principalmente
pelo aparecimento de ondas de deriva obtidas através da combinacao das flutuacoes ele-
trostaticas provenientes da nao uniformidade do plasma com o campo magnético toroidal.
Nesse trabalho investigaremos o transporte de particulas através da simulagao numérica
de um modelo hamiltoniano proposto por Horton [2] para tais ondas de deriva que surgem
quando sao considerados campos magnéticos uniformes e relacionaremos esse transporte
com o surgimento de caos e estruturas coerentes no plano de fases.

As trajetérias cadticas desse modelo aparecem quando utilizamos duas ou mais ondas
de deriva com velocidades de fase diferentes. Deste modo as equagoes de movimento nao
sao integraveis, ou seja, nao é possivel achar uma funcao que seja solugao das equagoes de
movimento e descreva a posicao das particulas em funcao do tempo. Sendo assim, surge
um transporte devido ao comportamento cadtico de algumas trajetérias [3].

Conduzindo essas trajetorias cadticas, existem estruturas dinamicas conhecidas como
Estruturas Lagrangianas Coerentes (ELCs)[4]. Em sistema nao auténomos, as ELCs
sao analogas as variedades instaveis e estaveis de sistemas autonomos e tem a funcao
de separar regioes de comportamentos distintos. Devido ao movimento das ELCs, as
trajetorias cadticas se tornam sensiveis as condicoes iniciais. Essa sensibilidade exibe um
padrao complexo e a importancia do movimento das ELCs no transporte de particulas
serd investigado neste trabalho.

Para encontrar essas ELCs no plano de fases serao utilizados alguns métodos numéricos.
O primeiro, bem conhecido na literatura, consiste em encontrar cristas nos campos de ex-
poente de Lyapunov [5]. O segundo, utilizado anteriormente na dissertacao de mestrado
[6], consiste em encontrar cristas nos campos de deslocamento quadrético. O terceiro e o

quarto, desenvolvidos nessa tese, consistem em avaliar os diagramas de autocorrelagao da
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velocidade e de deslocamento de retorno. Esses quatro métodos se mostraram consistentes
entre si e em comparagao com o desenvolvido no grupo, que consiste em encontrar cristas

nos campos de numero de rotagao (winding number) [7].

Os métodos acima sao igualmente capazes de identificar a presenca de Estruturas
Lagrangianas Coerentes (ELCs) pois: as ELCs (a) tem a caracteristica de separar regioes
dinamicamente distintas, o que garante a eficiéncia dos campos de expoente de Lyapunov,
ja que condigoes proximas a separatrizes tendem a se separar com o passar do tempo; (b)
induzem grande transporte na dire¢ao de maior esticamento, pois tendem a se espalhar
rapidamente ao longo do espaco de fase, aumentando o deslocamento médio de particulas
proximas e garante a eficiencia do campo de deslocamento quadratico e; (c¢) quando se
espalham pelo plano de fases, as ELCs giram mais rapido que as trajetérias das ilhas,

garantindo a eficiéncia do campo de nimero de rotacao.

Além das ilhas regulares e dos mares cadticos, veremos que surgem no espago de fases
trajetorias que se deslocam de maneira ordenada com a mesma velocidade que a segunda
onda de deriva. Tal conjunto de trajetorias, chamadas de corrente de jato, aparece devido
a uma sincronizacao entre as duas ondas de deriva e pode ser vista apenas para um
pequeno conjunto de parametros. A combinagao dos trés primeiros métodos citados acima
se mostra satisfatéria para diferenciar ilhas, correntes de jato e mar cadtico. Entretanto,
o quarto método (deslocamento de retorno), se mostrou mais eficiente para identificar

correntes de jato.

Devido as correntes de jato observa-se no plano de fase o surgimento da aceleragao de
Fermi [8]. Estudos recentes em bilhares bidimensionais ([9] e [10]) mostram que o compor-
tamento da velocidade média das particulas em sistemas que possuem aceleracao de Fermi
podem ser descritos por leis de poténcia através do calculo de expoentes criticos. Os expo-
entes medidos mostram que na presenca dos jatos o transporte observado é superdifusivo.

Por outro lado, quando nao temos corrente de jato, o transporte é subdifusivo.

A presenca e o movimento das ELCs no plano de fase geram dois efeitos distintos
nas trajetorias cadticas: o espalhamento e a mistura de particulas. Esses dois efeitos sao
caracterizados pela anédlise estatistica da Dispersao Média [5] e da Dispersao Relativa [11].
Quando a dispersao média ¢ alta e a dispersao relativa é baixa, teremos um espalhamento
de particulas sem mistura e, por outro lado, se a dispersao relativa for alta e a dispersao
média for baixa teremos mistura sem espalhamento. Entretanto, de maneira geral, uma
combinacao de espalhamento e mistura é observada no problema de ondas de deriva.

Para saber como essas estruturas se comportam em sistemas mais proximos dos en-

contrados na natureza, aprimoramos o modelo inserindo um ruido gaussiano de maneira

semelhante ao movimento Browniano simulando a difusao molecular [12] das particulas.



Veremos que com a difusao molecular as estruturas tendem a se dissolver. Com isso o per-
fil do transporte é modificado e o sistema passa a apresentar um comportamento difusivo
mesmo quando existem correntes de jatos.

No capitulo 2 serao apresentados brevemente alguns conceitos utilizados para descrever
o transporte de maneira que seja possivel diferenciar o transporte difusivo (ou normal)
do anoémalo. Por fim, introduziremos um dos mecanismos responsaveis pelo surgimento
do transporte anomalo, os voos de Lévy, e como identifica-lo a partir de leis de poténcia.

No capitulo 3 introduziremos as FEstruturas Lagrangianas Coerentes (ELCs) como
uma generalizacao das variedades instaveis e estaveis dos pontos hiperbdlicos de siste-
mas autonomos. ELCs sao de grande importancia na dinamica, veremos que elas sao
responsaveis pelo aparecimento de barreiras que criam células no espaco de fase e, de-
pendendo de como se movem, pela mistura e pela dispersao de particulas pelo plano de
fase.

No capitulo 4 sera apresentado um resumo sobre o modelo das ondas de deriva utilizado
para o estudo do transporte de particulas do plasma confinado em tokamaks. Além disso,
serao mostrados alguns resultados para o sistema autonomo e o que ocorre no plano de
fases quando surgem trajetérias cadticas devido a inclusao de uma dependéncia temporal
na hamiltoniana.

No capitulo 5 veremos com detalhes como se dé o aparecimento de correntes de jato
no mar caotico. Tais correntes de jato serao responsaveis pelo surgimento de transporte
balistico em contrapartida ao confinamento presente nas ilhas. Sendo assim, veremos que
as trajetorias cadticas sofrerao a influéncia das ilhas e das correntes de jato, podendo apre-
sentar transporte subdifusivo ou superdifusivo, dependendo do tempo que permanecem
grudadas a ilhas ou as correntes de jato.

No capitulo 6 estudaremos o que acontece no plano de fase quando é considerada
a difusao molecular. Essa difusao molecular serd incluida como um chute de tamanho
aleatorio seguindo uma distribuicao gaussiana. De maneira geral veremos que tal ruido
tende a ejetar particulas de dentro das correntes de jato e ilhas, além de diminuir o
tempo que as trajetorias cadticas ficam aprisionadas tanto em jatos quanto em ilhas.
Sendo assim, a difusao molecular suprime tanto o transporte superdifusivo gerado pelas
correntes de jato quanto o transporte subdifusivo gerado pelas ilhas.

Por fim, no capitulo 7 serd apresentado um resumo das principais conclusoes e pers-

pectivas futuras.
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Capitulo 2

Transporte em fluidos

2.1 Introducao

Nesse capitulo de carater apenas expositivo, serao apresentados brevemente os concei-
tos utilizados para descrever o transporte, diferenciando o transporte difusivo (ou normal)
do andémalo. Por fim, introduziremos um possivel mecanismo responsavel pelo surgimento

do transporte anomalo, os voos de Lévy, e como identifica-lo a partir de leis de poténcia.

2.2 Transporte difusivo

Como feito por Adolf Fick, em 1855, e descrito em [13], vamos supor que a corrente
de algum contaminante (j(x,t)) seja proporcional a diferenga de concentracao entre duas

regioes, de acordo com:

j(x,t) = —=kVP(x,1). (2.1)

Onde & ¢ o coeficiente de difusao e P é a concentragao.

Sabendo, pela conservacao de particulas, que

OP(x,t)

T -V -j(x,1), (2.2)

podemos escrever a equagao de transporte na auséncia de forcas externas

OP(x,t)

T kV*P(x,1). (2.3)

Somando ao lado direito da equacao 2.1 um termo proporcional a forca externa

f(x,t)P(x,1), (2.4)
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chegamos a equagao de Fokker-Planck

IP(x,t)

T V- (—pfP(x,t) + kVP(x,1)). (2.5)

onde p uma constante relacionada a mobilidade da particula.

Essa equacao ¢ utilizada para descrever a probabilidade de se encontrar uma particula
em uma determinada posicao e tempo para sistemas sem correlagao ou do tipo Marko-
viano, ou seja, em casos que um evento dependa apenas das condigoes do sistema num
tempo imediatamente anterior [23]. Sendo assim, utilizando = = |x|, a distribuigdo de

probabilidades de um sistema de dimensao d é

2

1 x
P(x,t) = Wexp (—@) : (2.6)

e, portanto, o desvio quadratico médio é
(2%(t)) = /IQP(X, t)d*xr = 2dkt. (2.7)

Assim, para o transporte difusivo, o desvio quadratico médio é proporcional ao tempo,

(x?) o< t.

2.3 Transporte Anémalo

Em muitos casos o movimento das particulas nao é suficientemente descorrelacionado
ou quando o passo de um passeio aleatorio é arbitrariamente grande, a equagao 2.5 nao é
suficiente. Como consequéncia disso a relacao da equacao 2.7 nao é mantida e surge uma

relacao mais geral da forma

(*(t)) ox 1, (2.8)

onde o coeficiente de transporte ¥ é um nimero real.

Assim, podemos qualificar o transporte como sub-difusivo quando v < 1, difusivo
quando v = 1 e super-difusivo quando v > 1.

Uma proposta para a andlise estatistica desse tipo de sistemas ¢é a introducao de uma

equagao de Fokker-Planck fraciondria ([14], [13] e [15]) que generaliza a equacao 2.5 para

P (x,t)

T Ve (—pafP(x,t) + ko, VP (%, 1)) . (2.9)

onde u, é a mobilidade fracionaria, k, é o coeficiente de difusao fracionaria, V* =
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real associado a fractalidade do espago e v a fractalidade do tempo.

) ¢ um operador de derivadas parciais fracionarias, o é um coeficiente

As derivadas parciais fracionarias sao generalizacoes das derivadas fracionarias que sao

definidas a partir do operador integral fracionério

Dyl = s | (- & ge)de. (2.10)

com u > (0, como
D'g(t) = D™ [D* ™g(t)], (2.11)

onde I'(u) é a fungdo gama, m = [u| + 1 e [u] é a parte inteira de u.
Quando o termo com k, € dominante na equagao 2.9 podemos obter o coeficiente de
transporte a partir da relagao

. 2.12
=1 (212)

que retoma o coeficiente v = 1 quando o transporte for difusivo (« =1e v =1).
As modificacoes decorrentes da equacao de Fokker-Plank fraciondria criam um com-

portamento que dé origem a leis de escala explicadas na secao 2.5.

2.4 Passeio aleatorio e voos de Lévy

O passeio aleatorio [16] é a forma mais comum de se descrever sistemas que apresentam
transporte difusivo. Nesse tipo de passeio, assumimos que a cada instante uma particula
dé um passo de tamanho fixo numa diregao aleatoria. Como resultado desse passeio, em
duas dimensoes, teremos uma distribuicao de probabilidade gaussiana para posicoes

Po 22

P(x) = sze—m7 (2.13)

onde a dispersio média ou variancia (o?) tem uma relagao linear com o tempo,

o? = 2kt. (2.14)

Por outro lado, se o tamanho desses passos tiver comprimento aleatério seguindo uma
distribuicao de calda larga, teremos outro tipo de passeio conhecido como voos de Lévy.
Os voos de Lévy servem de modelo dinamico para sistemas com regime de transporte
super-difusivo. Assim, surgem distribuicoes de Lévy que generalizam e substituem a
distribuicao Gaussiana do passeio aleatorio.

A questao principal do voo de Lévy é saber qual relacao entre a distribuicao de um
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passo (Pi(z)) com a distribuigdo de N passos (Py(x)). O primeiro a responder essa
questao foi Augustine Cauchy em 1853. A forma para essa distribui¢ao foi encontrada em

[22], transformando-se o problema para o espago de Fourier & de modo que
Pr(k) = e NH. (2.15)

Com = 1, transformando de volta para o espaco z, temos

1 1 1

P = TN T e — W) (2.16)

que é conhecida como distribuicao de Cauchy e mostra explicitamente a relacao entre
a distribuicao de um passo com a de N passos. Com [ = 2 retomamos a distribuicao
gaussiana.

A comparacao entre o passeio aleatério e o voo de Lévy esta mostrada na figura 2.1.
Essa figura foi retirada de [14] e mostra como a particula que segue o voo de Lévy se

espalha muito mais pelo plano de fase do que a que segue o passeio aleatério.

Figura 2.1: Exemplo com aproximadamente 7000 passos de uma particula seguindo o movi-
mento Browniano (esquerda) e o voo de Lévy (direita).

E importante lembrar que foi demonstrado por Lévy que § na equacao 2.15 deve ter
um valor entre zero e dois, pois, por se tratar de uma probabilidade, P(z) deve ser nao

negativo para todo valor de x. Sendo assim, para valores elevados do valor absoluto de z
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temos

Px) = |z 7, (2.17)

o que implica que o segundo momento F|[x?],

(0.0]
E[2?] = / 2P (z)dx, (2.18)
—00
é infinito para 0 < § < 2, portanto nao existe um tamanho caracteristico para o voo de

Lévy. Entretanto, é possivel identificar nesse passeio um comportamento de escala.

2.5 Leis de escala

Uma lei ou comportamento de escala aparece em um grande nimero de fendmenos

naturais e pode estar relacionada com algum tipo de fractal.

As distribuicoes que seguem leis de poténcia tem atraido atengao por suas propriedades
matematicas e por sua aparicao em uma gama diversificada de fendmenos naturais: As
populacoes das cidades e a ocorréncia de terremotos sao exemplos que seguem leis de
poténcia para as distribuicoes. Essas quantidades nao sao bem caracterizadas pelos seus
valores tipicos ou pela média. Discussoes extensas e outras propriedades das leis de

poténcia podem ser encontrados em [17], [18] e [19].

Uma grandeza x; apresenta comportamento de escala quando ela apresenta uma dis-

tribuicao de probabilidade P(z1, zs, ..., x,) de maneira que

a1 ,..Q9

P(x1, o, oy Tp) = Azt as?. 0" (2.19)

ey

onde A é uma constante de normalizagao e «; sao os expoentes de escala.

Na pratica, alguns fenomenos empiricos nao obedecem as leis de poténcia para todos
os valores de x;, mas muitas vezes a lei de poténcia aplica-se apenas em um intervalo de

min
i

valores a partir de algum ™" minimo. Nesses casos dizemos que a cauda da distribuigao

segue uma lei de poténcia.

Um exemplo de um comportamento que segue uma lei de poténcia é a ocorréncia
de terremotos com amplitudes altas, a figura a seguir foi retirada de [20] e mostra uma

distribuicao cuja cauda segue uma lei de poténcia.
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Figura 2.2: Distribui¢ao da ocorréncia de terremotos mostrando um comportamento em lei de
poténcia com mais de 6 décadas. A funcao ajustada é log;y IV o< —bm, onde b = 1 é o expoente
de Gutenberg-Richter e m a magnitude do terremoto. A funcao é ajustada para a magnitude
> 2 devido a dificuldades em detectar terremotos muito pequenos.
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2.6 Conclusoes

Nesse capitulo foi apresentado de maneira simplificada os principais conceitos que
serao utilizados nessa tese referentes ao transporte em fluidos. Vimos aqui que, através de
expoentes caracteristicos extraidos do ajuste de leis de poténcia para o desvio quadratico
médio, podemos separar o transporte em difusivo, subdifusivo e superdifusivo. Quando
esse expoente é igual a um o transporte é difusivo e quando é maior ou menor que um é
superdifusivo ou subdifusivo respectivamente.

Foi também apresentada uma visao geral sobre o passeio aleatério que serd utilizado
mais tarde no capitulo 6 para simular a difusao molecular. Vimos que por ter pulos de
tamanho finito, esse passeio se espalha de maneira muito mais lenta através do espacgo de

fase do que os voos de Lévy.
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CAPITULO 2. TRANSPORTE EM FLUIDOS



Capitulo 3

ELCs no Espaco de Fase

3.1 Introducao

Em sistemas autonomos, sabemos que as variedades instaveis e estaveis dos pontos
hiperbdlicos sao de grande importancia na dinamica [24]. Elas sdo responsaveis pelo
aparecimento de barreiras que criam células no espago de fase e por isso influenciam as
trajetérias em suas proximidades. No entanto, quando inserimos o tempo nas equagoes,
nem sempre é possivel calcular um ponto fixo, pois, em geral, o ponto de equilibrio passa
a depender do tempo e, sendo assim, nao podemos definir as variedades. Nesse capitulo
apresentaremos uma estrutura dependente do tempo que toma o lugar das variedades em
sistemas autonomos [5]. Essa estrutura é conhecida como Estrutura Lagrangiana Coerente
(ELC, ou, em inglés, Lagrangian Coherent Structure — LCS) e aparece no plano de fase
como uma barreira que se movimenta. Dependendo desse movimento podem ser criadas

ilhas ou podem aparecer regioes de transporte elevado.

3.2 Definicao de ELCs

Vamos considerar um sistema dinamico continuo que pode ser representado de maneira

{ x = v(x,1) (3.1)

X(to) = Xp

geral como:

Em um caso particular, podemos dizer que a variavel dependente x é o vetor posicao
de uma particula em um fluido, a variavel independente ¢ é o tempo, v é o campo de
velocidades ao qual esse fluido esta sujeito e x é a derivada de x em relacao a t.

Conforme o tempo evolui, as solucoes da equacao 3.1 descrevem as possiveis tra-

13
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jetérias de uma particula desse fluido. Com essas solucoes podemos construir o mapa

estroboscopico com periodo T:
¢tU+T : X(to) — X(to + T).

A taxa de crescimento da distancia entre duas trajetdérias inicialmente proximas, de-
vido a adveccao pelo fluido, é caracterizada pelo Fxpoente de Lyapunov a tempo finito
(FTLE, Finite-time Lyapunov Exponent)[21]. Para calculd-lo vamos considerar duas tra-
jetorias distintas, x e y, de modo que y = x+9x(t), onde dx(tg) é a distancia inicial entre

essas trajetorias. Depois de transcorrido um tempo 7T essa distancia é:

Aty ()

x(to + 1) = 0l (y) — o™ () = <

———>0x(to) + O(]|0x(to)[|*)-
Desde que x(tg) seja infinitesimal podemos assumir que os termos de ordem maior
que (][6x(t0)||?) sao despreziveis, assim o médulo da distancia entre as duas trajetérias é

dada por

to+1' to+1"
oo+ T = <d¢ i), W) )5x(%)>
_ \<5 x(to), dde( x)"dd; de( )5x(to)>. (3.2)

utilizando que a matriz M* é a representacao da transposta conjugada da matriz

qualquer M. Assim a versao de tempo finito do tensor de deformacao de Cauchy-Green é

Aoy (x)" oy ()

A =
dx dx

(3.3)

A distancia entre x e y serda maximizada quando o dx(tg) escolhido estiver alinhado
com o autovetor associado ao maximo autovalor de A. Assim, se \q(A) for o méximo

autovalor de A, entao:

maX||5X(t0 +7)| = \/<5x (t0)s Amaz(A)0x(t0)) = \/Amaz (A)]|0x(t0)]| (3.4)

de maneira que 0x(ty) esteja alinhado ao autovetor associado a Apas(A).

Assim, se definirmos o expoente de Lyapunov a tempo finito (FTLE) em um instante
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to com um tempo de integracao T° como

T(x) = = In
0t0< ) |T|1 )\max(A); (35)

podemos escrever a equacao 3.4 como

max||3x(to + )| = eI |5x(to) | (3.6)

Sendo assim, a distancia entre duas trajetdrias cresce exponencialmente com o tempo
e a grandeza que quantifica esse crescimento é o expoente de Lyapunov. Sendo assim, se
as trajetdrias se aproximarem o expoente serd negativo e se se afastarem esse expoente
serd positivo.

Calculando-se o expoente de Lyapunov a tempo finito (FTLE) para cada uma das
trajetorias obtidas a partir da integragao da equacao 3.1 com um conjunto de diferentes
condigoes iniciais, obtemos o campo FTLFE, ou apenas campo de Lyapunov. Assim, é
possivel, a partir do campo de Lyapunov, encontrar regidoes em que a divergéncia entre
trajetorias é grande ou pequena.

O campo de Lyapunov o] (x) possui cristas, ou seja, regioes onde o expoente de Lyapu-
nov é maximo localmente. Em um determinado instante, tais cristas definem as Estruturas
Lagrangianas Coerentes (ELC) ou em inglés Lagrangian Coherent Structures (LCS).

Uma crista do campo de Lyapunov o/ (x) é uma curva injetiva ¢ : s — D, onde

s € (a,b) C R, que satisfaz as seguintes condigdes:

SR1: c'(s) || Vo(c(s)) (3.7)
SR2: Y(n,n)= thiillz(u, u) <0 (3.8)
, s dc /
Onde n é um vetor unitdrio normal a curva c(s), c¢/(s) = L © Yé
s
g = ot (%) (3.9)
Codx? ’

Dessa maneira, garantimos que, segundo a 3.7, as ELCs sao curvas paralelas as cristas
do campo de Lyapunov e que, segundo a 3.8, tem a mesma curvatura da direcao com
menor curvatura do campo do campo de Lyapunov. Ou seja, as ELCs sao curvas que

acompanham as cristas de Lyapunov.

Como, de maneira geral, o campo de Lyapunov depende do tempo, suas cristas também

serao fungao do tempo. Portanto, as ELCs associadas ao campo o (x) serdo curvas c¢;(s)
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que dependem do tempo.

3.3 Fluxo através de uma ELC

A principal propriedade de uma ELC é que o fluxo através dela é muito pequeno e
que para fins préaticos pode ser considerado nulo, sendo essa propriedade invariante que
torna coerente tal estrutura.

Nesta secao iremos apresentar brevemente a demonstragao de um teorema que estima
o fluxo através de uma ELC. Assim como feito em [25], para comegar essa demonstragao
iremos escolher uma funcao L(x,t), tal que a ELC seja dada por L(x,t) = 0.

Supondo que tenhamos um campo de Lyapunov que possua ELCs como definido an-

teriormente. Para cada instante ¢, L(x,t) é definido pelas condigdes:

L1: L0, 8)] = []x = %] (3.10)

L2: L(x,t) |[(x —x,4) xc;)-k| >0 (3.11)

Onde x, é o ponto na ELC mais préximo ao ponto x e k é um vetor unitdrio apontando
para fora do plano de fases.

Com essa definigao, a fungdo L(x,t) dd a distancia entre um ponto arbitrario x e
um ponto mais préoximo da ELC (equagao 3.10) e um sinal (equacdo 3.11). Se o ponto
arbitrario x estiver a direita o sinal é positivo e se estiver a esquerda negativo.

Das equacoes 3.10 e 3.11, podemos escrever L como uma funcao de x e x,. Entao,

indicando explicitamente as dependéncias funcionais, temos que
L(x,%xq) = £|[x(t) — x4(x(t),1)]]. (3.12)

Derivado a variavel L em relacao ao tempo chegamos que

dL_@L dx 8_L%

—_— = — . 3.13
& ox &t ox, (3:13)
onde o gradiente espacial é
oL +1 0xX
() —— T ) 3.14
e =V = o (T~ ) 10

Como x, ¢ o pondo na ELC mais préximo do ponto x, o vetor x —x, ¢ normal a ELC,
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o que implica que

ox
<8—Xq,x—xq> = 0. (3.15)

E importante ressaltar que a equagao 3.15 s6 é valida desde que exista uma vizinhanca
aberta em torno de uma ELC tal que, para cada ponto x, exista apenas um x,. Entretanto,
como as ELCs sao curvas suaves e de curvatura finita, essa vizinhanca sempre existira
[25].

Com isso, podemos escrever o gradiente espacial da equagao 3.14 como

X — X
L — q
VI = Hoxl
X — X,

L
— fh(x.t), (3.16)

onde n(x,t) denota o vetor unitdrio ortogonal a ELC no instante t.

Analogamente ao feito com g—i podemos calcular g—)é e como
OL x,—x
— = = —-VI(L 3.17
o = (L) (3.17)
Portanto a equacgao 3.13 pode ser escrita como
dL dx dx
— =V({L)-|——-=2]. 3.18
dt (Z) (dt dt ) ( )

onde vemos que a variacao de L é proporcional a projecao na direcao ortogonal a ELC da

diferenca entre as velocidades de um ponto carregado pelo fluido (%) e um ponto que se

move com a ELC (%)

Utilizando a equacao 3.18, podemos escrever o fluxo através de uma ELC como

dL
ot :/ dz
Q pro dt

com s sendo alguma parametrizacao pelo comprimento de arco.

ds, (3.19)

L=0

De acordo com [25] podemos escrever o integrando da equagao 3.19 como

dL (t,Vo) /. on 1

— =Lt - — 2

dt |, (0 Xn) < Lot Jn>+o (|T|)’ (320
N e e N

I IT I1I
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onde todos os termos do lado direito sdo calculados em torno de L = 0, t é um vetor
unitario tangente a ELC, J é a jacobiana do campo de velocidades e 3 é definido na
equacao 3.9.

Na equagao 3.20, o termo I é proporcional a |Vo|, mede o quao definido é a crista de
uma ELC e tende a zero para cristas bem definidas. Ja o termo II mede a diferenca entre
a rotacao da ELC com o campo de velocidades local. E, finalmente, o termo III tende a
zero para tempos de integragao (7') grandes, mostrando que as ELCs se comportam como

variedades invariante quanto maior o 7.

3.4 Aplicacoes

3.4.1 Observagoes experimentais das ELCs

As ELCs sao a generalizacao das variedades de sistemas autonomos e funcionam como
separatrizes dependentes do tempo, dividindo regioes dinamicamente distintas. Assim,
conhecendo o movimento das ELCs no plano de fases, é possivel identificar a existéncia
de ilhas ou de regioes de transporte elevado. Elas tem sido usadas para descrever a tur-
buléncia hidrodindmica tridimensional com simulagdes numéricas [26], experimentos de
fluidos em laboratério [27] [28], dados observacionais de oceanos [29] [30] e da atmos-
fera [31], bem como em simulagbes numéricas bidimensionais com plasmas de fusao [32],
reconexao magnética [33] e em simulagoes tridimensionais de MHD conservativo [34] e
dissipativo [35].

Um exemplo de como as ELCs aparecem no plano de fases estd mostrado na figura
3.1, retirada de [28], que mostra o movimento de um corante numa cadeia de vértices
oscilantes. Essa configuracao experimental gera um movimento de particulas semelhante

ao modelo de ondas de deriva utilizado no capitulo 4.

3.4.2 ELCs e o deslocamento quadratico

Ja que as ELCs se movimentam e com isso carregam as particulas que estao em seu
redor, é esperado que nas proximidades das ELCs as érbitas sofram um transporte maior.
Portanto, regioes no espaco de fase com deslocamento quadratico elevado estarao relaci-
onadas a presenga de ELCs [38]. Sendo assim, utilizaremos como critério para encontrar
as ELCs no plano de fase o diagrama de deslocamento quadratico.

Os diagramas de deslocamento serao obtidos a partir de um conjunto de condigoes

iniciais distintas, espalhadas de maneira uniforme no espaco de fase. Sendo assim, o
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Figura 3.1: Sequéncia mostrando a distribui¢ao de um corante na cadeia de vértices oscilantes,
o periodo de oscilagao é de 19s e os tempos mostrados, a partir do inicio (do topo), sdo: 0, 1, 2,
3, 4, e 10 periodos de oscilagao. Figura retirada de [28].
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deslocamento quadratico serd uma funcao das condigoes iniciais e do tempo, ou seja,
AX2 (an Yo, t) :
Um exemplo desses diagramas de deslocamento quadratico é mostrado na figura 3.2.

A escala de cores representa o deslocamento quadratico para cada condicao inicial.

NN W b~ O

o =

Figura 3.2: Exemplo do diagrama de deslocamento quadrético para um conjunto de condigoes
iniciais. Note que existem regides com deslocamento alto e regides com deslocamento baixo, as
ELCs sao as estruturas que dividem essas duas regioes.

As ELCs sao responsdveis por separar as regioes de alto e baixo deslocamento quadratico,
sendo assim funcionam como separatrizes dependentes do tempo que se movimentam com
o mesmo periodo (7) do campo de velocidades. Assim, a figura 3.2 é apenas uma foto
mostrando a separacao criada pelas ELCs em um determinado instante. Para entender
o que acontece no plano de fases, é preciso acompanhar essas estruturas durante um in-
tervalo de tempo. Para o mesmo conjunto de parametros da figura 3.2, na figura 3.3 esté
mostrado como as ELCs se movem durante um periodo.

Para verificar como as ELCs guiam o movimento das trajetorias do plano de fase, foram
integrados numericamente quatro conjuntos de condigoes iniciais durante um periodo. Na
figura 3.4 pode-se ver que a distribuicao dessas particulas no plano de fase segue um
padrao semelhante ao padrao feito pelas ELCs da figura 3.3.

No lugar de estudar um grande conjunto de condicoes iniciais espalhadas por todo
o plano de fase, podemos escolher apenas algumas condigoes iniciais proximas as sepa-
ratrizes de um tempo fizo e avaliar como essas separatrizes se comportam depois de um

determinado tempo de integragao. Denomina-se separatriz de um tempo fixo como sendo
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C =N weOO

Figura 3.3: Geometria instantanea das ELCs. Cada quadro representa um instante: a) 0, b)
0.27, ¢) 0.47, d) 0.67, e) 0.87, f) 7.

a)

Figura 3.4: Concentragao de particulas no plano de fases inicialmente (a) e depois de 1 perfodo
de integragao (b). Note que o rastro deixado pelas particulas copia a forma com que as ELCs
se espalham pelo espaco de fases.
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a separatriz que existiria no plano de fase caso nao houvesse dependéncia temporal. Na
figura 3.5a estd mostrada a separatriz de tempo fixo igual a zero, ou seja, como seria a
separatriz quanto fixamos t = 0 = cte nas equagoes de movimento.

O movimento das ELCs tende a guiar todas as trajetérias proximas, ja que essas
estruturas funcionam como barreiras de transporte. Além disso, elas sao classificadas
como instaveis quando repelem particulas préximas e estaveis quando atraem trajetorias.
Na figura 3.5 esta mostrada a ELC instavel, obtida através da integracao de um conjunto
de condigbes iniciais para o futuro (tempos positivos), e a estavel, obtida com a evolugao

do mesmo conjunto para o passado (tempos negativos).

a)

Figura 3.5: a) Condigoes iniciais posicionadas sobre a separatriz de tempo fixo igual a zero.
b) Depois de um perfodo de integragao. A curva em vermelho representa a ELC instavel que é
obtida integrando-se o sistema para o futuro (+7) e a curva em azul representa a ELC estavel
que é obtida integrando-se o sistema para o passado (—7).

3.5 Conclusoes

Nesse capitulo vimos como sao definidos os expoentes de Lyanunov e como as ELCs
sao obtidas em funcao das cristas dos diagramas de expoente de Lyapunov de tempo
finito. Foi apresentado também que para tempos de integracao suficientemente grandes
essas ELCs se comportam como barreiras e o fluxo através delas tente a zero.

Foi mostrado também que as ELCs atuam como barreiras e separam no plano de fase
regioes com baixo deslocamento quadratico de regioes com alto deslocamento quadratico

de particulas.



Capitulo 4

Ondas de deriva

4.1 Introducao

Nesse capitulo serd apresentado um resumo sobre o modelo das ondas de deriva utili-
zado para o estudo do transporte radial de particulas do plasma confinado em tokamaks.
Sera mostrado que para apenas uma onda de deriva as trajetérias obtidas sao regulares
e confinadas em células e quando uma segunda onda com velocidade de fase diferente da
primeira é considerada surgem trajetorias cadticas. Veremos também que existem dois
casos importantes de combinacoes de ondas, o primeiro ocorre quando as duas ondas tem
razao racional entre os nimeros de onda e o segundo caso quando essa combinacao é

irracional.

4.2 Equacao de movimento

As trajetérias das particulas de um plasma sujeito a um campo eletromagnético podem
ser descritas de maneira simplificada, utilizando a forca de Lorentz, a partir da equacao
dv

mazq(ﬁ+ﬁx§), (4.1)

onde m é a massa, ¢ a carga, v a velocidade da particula, Eo campo elétrico e Bo campo
magnético.

As solugoes dessa equacao sao da forma de hélices que circulam o centro de guia. A
velocidade (V) com que esse centro de guia se move é a velocidade de deriva elétrica que
depende dos campos elétricos e magnéticos. Neste trabalho vamos considerar um campo
magnético uniforme. Nessa condicao, a velocidade de deriva elétrica, a ser considerada, é

dada por:

23
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B E x B

E importante observar que na equagao 4.2 nao depende da carga da particula, tanto
elétrons quanto ions tém a mesma velocidade de deriva elétrica. Por isso, tal deriva é um

dos principais fatores que limitam o confinamento do plasma.

4.3 Formalismo Hamiltoniano

Escrevendo o campo elétrico a partir do gradiente de um potencial

-

E=-V¢, (4.3)

e utilizando um campo magnético uniforme

—

B = Bye,, (4.4)
a equacao 4.2 pode ser escrita como
| 1 0¢ 1 0¢
— :__v X "Z:___Az __A . 4.5
e B() ¢ c B[) 8ye + B() or “ ( )
S
Vz Uy

Assim, ¢ possivel identificar a hamiltoniana (H) como:

¢

H=—.
By

(4.6)

Desse modo, teremos x como a coordenada e y como seu momento conjugado e as

equacoes de movimento sao dadas por

dr 0H

dt 9y

dy 8Hy (47)
dt  Ox

O modelo hamiltoniano de ondas de deriva usado sera o proposto por Horton [36], em
que as ondas se propagam na dire¢do poloidal (y) com uma modulacao na direcao radial

(x) que, para N ondas de deriva, é dado por
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N
H(z,y,t) = Ho(x) + Z A;sin(kyix)sin(p; + kyiy — wit), (4.8)

i=1
onde Hy(x) = —g—gx ¢ a hamiltoniana de equilibrio, dado em funcao dos campos elétricos

e magnéticos de equilibrio. Os termos k,;, ky; e w sao os nimeros de onda na direcao x e

y e a frequéncia angular em y.

Nesse trabalho, serao utilizadas apenas duas ondas de deriva (N = 2). A primeira
onda serd a principal e a segunda uma perturbacao, portanto de maneira geral A; > A,.

Com apenas duas ondas a hamiltoniana da equagao 4.8 fica

E
H(z,y,t) = _sz + Ay sin(kyz)sin(o1 + kyy — wit) + Assin(kyox)sin(a + kyoy — wot).

Mudando para um referencial com a velocidade da primeira onda (u; = ,:J—ll) teremos
Yy

H(z,y,t) = Uz + Aysin(kax)sin(pr + kypy) + Assin(kyer)sin(pg + ky2(y — ut)). (4.9)

onde U = —g—g + 25, u =2 — 2 ¢ a diferenca da velocidade de fase das ondas e ¢ é a
Yy Y Y

diferenca entre suas fases.

Como estamos interessados em estudar o caso em que o transporte é maximo, a pri-
meira onda serd escolhida com velocidade igual a velocidade de deriva elétrica de equilibrio
(uy = vg, = g—g), ou seja, com U = 0. Nesse regime, de acordo com a referéncia [37],
o transporte cadtico obtido serd maximo. Para outros casos em que o campo magnético
nao ¢ uniforme [39] podemos encontrar barreiras de transporte devido que suprimem o

transporte.

Portanto, para esse caso, as equagoes de movimento obtidas combinando as equacao
4.9 e 4.10 teremos

g—f = —Aikyisin(kaz)cos(pr + kyiy) — Askyasin(keo(z — ut))cos(pa + ky2y)
d—?z = Aykyicos(kpz)sin(pr + kpy) + Askyacos(kyo(x — ut))sin(z + ky2y)
(4.10)

O caso mais geral ocorre quando u # 0. Nesse caso, as duas ondas tem velocidades de
fase distintas e o sistema de equacao 4.10 nao é integravel pois a hamiltoniana nao é mais
uma constante de movimento. Sendo assim, é necessario o uso de métodos numéricos de
integracao.

Por simplicidade, nesse trabalho iremos utilizar como unidade de comprimento o ta-

manho da ilha principal. Dessa forma k;3 = k1 =7
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4.4 Plano de fase

Utilizando apenas uma onda de deriva com A; = 1, ¢; = 7/2, kyy = kyy = 7w e
Ay = 0, o mapa de Poincaré do plano de fases apresenta apenas trajetérias regulares de
fluxo convectivo como mostrado na figura 4.1. Cada trajetéria fica dentro de uma célula
e nao existem trajetorias entre células. A separacao entre as células recebe o nome de
separatriz. E importante perceber que nenhuma trajetoria tem acesso a todo o espago de
fases, pois nenhuma cruza as separatrizes, nesse caso nao ha transporte e as particulas

ficam confinadas em suas células de origem.

1.6 + e — e 4

1.4 | [ . 1

2l |

RN

06 + o ]

04 L e S ~ ]

Figura 4.1: Mapa de Poincaré do plano de fase com orbitas regulares para sistema integravel,
utilizando A; =1, As =0, kz1 = ky1 = 7. As trajetdrias ficam dentro de células e as separatrizes
sao as variedades instaveis e estaveis dos pontos fixos hiperbdlicos.

Quando uma segunda onda com amplitude pequena é introduzida com A, = 0.01,
kyo = kyo = 27 , podemos ver na figura 4.2 que as trajetérias mais externas da célula
tornam-se cadticas e as mais internas continuam regulares. O conjunto de trajetorias
regulares serd chamado de ilhas e estao imersas num conjunto de orbitas cadticas que
serd chamado de mar cadtico. Nesse caso, as separatrizes entre as células dao lugar as
trajetorias cadticas que passam a conectar diferentes células.

Pode-se ver na figura 4.2 que para o caso racional a segunda onda se propagando
na direcao y quebrou apenas a barreira de transporte horizontal, mas a barreira vertical

ainda existe. Por outro lado vemos figura 4.3, para o caso irracional, que tanto a barreira
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Figura 4.2: Mapa de Poincaré do plano de fase com ilhas imersas no mar cadtico utilizando
Ay =1, kg1 = ky1 = m, Ay = 0.01 e ky2 = ky2 = 2m. Nessa figura vemos que as separatrizes
horizontais entre as células é quebrada e surge transporte entre células apenas na direcao y.

vertical quanto a horizontal sao quebradas, dessa maneira teremos tanto transporte na
direcao x quanto na direcao y. Portanto, para se quebrar a barreira de transporte vertical

é necessario inserir uma onda cuja razao ks/k,1 seja um numero irracional.

Aumentando a amplitude da segunda onda A2 = 0.1 para o caso racional e irracional
sao mostradas as figuras 4.6 e 4.7 respectivamente. Vemos nessas figuras que a area cadtica
aumentou, mas ainda existem ilhas bem definidas. Entretanto, para o caso racional a

barreira vertical ainda existe.

As figuras 4.8 e 4.9 mostram os planos de fase para amplitude da segunda onda A2 =
0.3 para o caso racional e irracional respectivamente. Vemos nessas figuras que mesmo
quando as ilhas sdo completamente destruidas, o plano de fase com a razao k,/k,; racional

(figura 4.8) ainda apresenta barreiras verticais de transporte.

Assim, é possivel perceber que o transporte desse sistema ocorre quando a segunda
onda quebra a separatriz entre as células do sistema integravel. Esse fenomeno é conhecido
como quebra de separatrizes. A quebra das separatrizes da origem ao mar cadtico que é

guiado por estruturas coerentes, ELCs, que serao o principal objeto de estudo nessa tese.
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Figura 4.3: Mapa de Poincaré do plano de fase com ilhas imersas no mar cadtico utilizando
Ay = 1, kp1 = kyp = m, Ay = 0.01, kpp = V2T e kyo = 2m. Nessa figura vemos que as
separatrizes verticais e horizontais entre as células é quebrada e surge transporte entre células
tanto na direcao x quanto na direcao y.

2 25 3

Figura 4.4: Mapa de Poincaré do plano de fase com ilhas imersas no mar cadtico utilizando
Ay =1, kg1 = ky1 = m, Ay = 0.05 e ko = kyo2 = 27. Nessa figura vemos faixas de caos local e
que, mesmo sem ilhas, ainda existem barreiras verticais separando essas faixas de caos local.
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Figura 4.5: Mapa de Poincaré do plano de fase com ilhas imersas no mar cadtico utilizando
A =1, kp =ky1 =m, Ay = 0.05, kpo = V2r e kyo = 2m. Nessa figura vemos um caos global.
Nao existem mais ilhas e nem barreiras e o transporte se d4 tanto na direcdo x como na direcao
Y.

25 3

Figura 4.6: Mapa de Poincaré do plano de fase com ilhas imersas no mar cadtico utilizando
Ay =1, kg1 = ky1 = m, Ay = 0.10 e kyo = ky2 = 27. Nessa figura vemos faixas de caos local e
que, mesmo sem ilhas, ainda existem barreiras verticais separando essas faixas de caos local.
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Figura 4.7: Mapa de Poincaré do plano de fase com ilhas imersas no mar cadtico utilizando
Ay =1,k =ky1 =m, Ay = 0.10, kpo = Vor e kyo = 2m. Nessa figura vemos um caos global.
Nao existem mais ilhas e nem barreiras e o transporte se d4 tanto na direcdo z como na direcao
Y.

25 3

Figura 4.8: Mapa de Poincaré do plano de fase com ilhas imersas no mar cadtico utilizando
Ay =1, kg1 = ky1 = m, Ay = 0.30 e ko = ky2 = 27. Nessa figura vemos faixas de caos local e
que, mesmo sem ilhas, ainda existem barreiras verticais separando essas faixas de caos local.
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Figura 4.9: Mapa de Poincaré do plano de fase com ilhas imersas no mar cadtico utilizando
A =1, kp1 = ky1 =7, Ay = 0.30, kpo = V2 e ky2 = 2m. Nessa figura vemos um caos global.
Nao existem mais ilhas e nem barreiras e o transporte se dé tanto na dire¢ao x como na direcao
Y.

4.5 Caracterizacao do transporte

4.5.1 Distribuicao dos saltos

Em um passeio aleatoério, é esperado que a distribuicao dos saltos de uma particula seja
semelhante a uma gaussiana. Sabendo disso, a primeira questao que estamos interessados
em responder ¢é se os saltos observados nas trajetoérias cadticas geradas pela quebra das
separatrizes segue uma distribuicao gaussiana semelhante ao passeio aleatério.

Para caracterizar o transporte continuaremos utilizando uma onda principal com A; =
1, kz1 = k1 = 7 e uma segunda secunddria em dois diferentes casos: O primeiro caso,
quando as duas ondas tem razao racional entre nimeros de onda na direcao z, serao
utilizados ko = kyp = 27 e Ay serd varidvel; O segundo caso, quando as duas ondas tem
razao irracional entre nimeros de onda na direcao x, serao utilizados k.o = \/§7T, kyo =27
e A, serd varidvel.

Quando a segunda onda tem amplitude pequena, A, = 0.01, o transporte entre células
se da apenas nas proximidades das antigas separatrizes. Dessa forma, é esperado que os
pulos que tem o tamanho da célula aparacam tanto na direcao x quanto na direcao y.

Nas figuras 4.10 e 4.12 é possivel ver que esse fenomeno ocorre para a dire¢ao = e nas
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figuras 4.11 e 4.13 é possivel ver que esse fenomeno também ocorre para a diregao y.
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Figura 4.10: Histograma dos pulos na diregao z utilizando-se a razao k;2/ky1 = 2 e Ay = 0.01.
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Figura 4.11: Histograma dos pulos na diregao y utilizando-se a razao k;o/k,1 = 2 e Ay = 0.01.

Para a amplitude de A; = 0.01, os pulos na diregao x e na direcao y tem qualitativa-
mente a mesma distribui¢ao tanto para o caso racional (4.10 e 4.11) quanto para o caso
irracional (4.12 e 4.13). Os saltos se concentram nas extremidades das células (+1 e —1)
e saltos de tamanho pequeno sao raros. Entretanto, o caso racional para essa amplitude
de A; = 0.01 apresenta uma probabilidade de saltos pequenos ligeiramente maior do que
0 caso irracional, aumentando um pouco a amplitude A, veremos que esse cendario ira
inverter-se e o caso irracional tera probabilidade maior de saltos pequenos.

Uma possivel explicacao para esse fato de que quando a razao k,s/k,; é racional, a
concentracao de pulos em torno do zero é ligeiramente maior do que no caso irracional
pode ser obtida observando que para o caso racional, na figura 4.2, a largura da regiao

cadtica é um pouco menor que para o caso irracional da figura 4.3. Sendo assim, como
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Figura 4.12: Histograma dos pulos na diregao x utilizando-se a razao kya/ky1 = V2e Ay =
0.01.
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Figura 4.13: Histograma dos pulos na diregao y utilizando-se a razao kza/ky1 = V2e Ay =
0.01.
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no caso racional a trajetéria cadtica tem um espaco de largura menor do que no caso
irracional para se deslocar quando viaja de um ponto hiperbdlico ao outro, o deslocamento
transversal observado também sera menor.

Conforme a amplitude da segunda onda é aumentada para A, = 0.05, as trajetorias
cadticas comecam a visitar mais regioes no espacgo de fase e a distribuicao de saltos fica
mais complexa. Nas figuras 4.14 e 4.15 ainda existe uma grande concentracao de saltos
nas extremidades, mas ja é possivel ver que os saltos na direcao y ja comecam a mostrar
uma assimetria. O limite superior continua sendo 1, mas o limite inferior para o tamanho

desses saltos ¢é ligeiramente menor do que —1.
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Figura 4.14: Histograma dos pulos na diregao z utilizando-se a razao ky2/ky1 = 2 e Ay = 0.05.
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Figura 4.15: Histograma dos pulos na direcao y utilizando-se a razao ko /k;1 = 2 e Ay = 0.05.

J& para o caso irracional com a amplitude As = 0.05, nas figuras 4.16 e 4.17 é possivel
notar que existe agora uma grande concentracao de saltos pequenos, mas que a distri-

bui¢ao continua simétrica tanto na dire¢ao de propagacao da onda (y) quanto na diregao
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perpendicular a propagacao (z).
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Figura 4.16: Histograma dos pulos na direcido z utilizando-se a razao kyo/ke1 = V2 e Ay =
0.05.

1800
1600
1400 |
1200
1000 |
800
600 ¢
400
200 ¢

Numero de pulos

-1.5 -1 -05 0 0.5 1 1.5
Tamanho dos pulosemy

Figura 4.17: Histograma dos pulos na direcio y utilizando-se a razio kyo/ke1 = V2 e Ay =
0.05.

Aumentando a amplitude da segunda onda para A, = 0.10 temos as figuras de 4.18 até
4.21. Nessas figuras, exceto a 4.19, vemos que a distribuicao continua simétrica e o pico
que aparece em torno de zero ultrapassa os picos (+1) e (—1) em todas as figuras. Essa
assimetria da figura 4.19 se da devido a aparicao da corrente de jato. Adiante veremos
as mudancas no transporte devido a essa corrente de jato e no capitulo 5 veremos um
possivel mecanismo responsavel pela aparicao dessas correntes no plano de fase.

Analisando as figuras 4.18 e 4.19, podemos dizer que a presenga de um jato na diregao
y nao modifica a simetria do transporte na direcao x em comparagao com o caso irracional,

mas diminui a probabilidade de encontrarmos pulos pequenos. Podemos ver na figura 4.18
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Figura 4.18: Histograma dos pulos na dire¢ao z utilizando-se a razao k;2/ky1 = 2 e Ay = 0.10.
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Figura 4.19: Histograma dos pulos na direcao y utilizando-se a razao k;o/k;1 = 2 e Ay = 0.10.
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e 4.20 que a razao entre a altura dos picos em torno de +1 ou —1 em torno de zero é
muito menor para o caso racional do que para o caso irracional, o que significa que para o

caso irracional os saltos pequenos ocorrem com mais frequéncia do que os saltos grandes.
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Figura 4.20: Histograma dos pulos na diregao x utilizando-se a razao kya/ky1 = V2e Ay =
0.10.
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Figura 4.21: Histograma dos pulos na diregao y utilizando-se a razao kza/ky1 = V2e Ay =
0.10.

Com a amplitude da segunda onda aumentada para Ay = 0.30 o caos domina prati-
camente todo o plano de fase e a distribuicao dos saltos estao mostradas nas figuras de
4.22 até 4.25. Para essa amplitude, vemos que na dire¢do = tanto o caso racional (4.22)
quanto o caso irracional (4.24) tem distribui¢oes que se aproximam de distribuigoes gaus-
sianas, entretanto com uma cauda ligeiramente mais larga para o caso irracional e um
pico ligeiramente mais agudo para o caso racional.

Ja na direcao y pode-se observar que o caso irracional, figura 4.25, possui uma dis-

tribuicao assimétrica com um plato entre —2 e —0.5, uma grande concentragao de pulos
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Figura 4.22: Histograma dos pulos na diregao z utilizando-se a razao k,2/ky1 = 2 e Ay = 0.30.
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Figura 4.23: Histograma dos pulos na direcao y utilizando-se a razao k;o/kz1 = 2 e Ay = 0.30.
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entre —0.5 e 0.5 e um pequeno pico proximo de 1.5. Enquanto isso, o caso racional figura
(4.23) tem um platd entre 0.5 e 1.2, um pico préximo de —1.8 e também uma grande
concentracao de pulos pequenos, entre —0.5 e 0.5, mas ¢é interessante perceber que a con-
tagem de pulos muito pequenos (entre —0.1 e 0.1) apresenta uma diminuigao em relagao

a0 caso irracional.

1200

1000 |

800

600 |

400 ¢

Numero de pulos

200

0
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Tamanho dos pulos

Figura 4.24: Histograma dos pulos na direcao z utilizando-se a razao kyo/ky1 = V2 e Ay =
0.30.
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Figura 4.25: Histograma dos pulos na direcio y utilizando-se a razao kyo/ky1 = V2 e Ay =
0.30.

Até a amplitude A; = 0.30 podemos ver que, grosso modo, os picos se deslocam de
+1 ou —1 para zero na direcao x e na direcao y as distribuigoes para o caso racional se
tornam assimétricas conforme aumentamos a amplitude A, e para o caso irracional elas
comegam a ser assimétricas apenas para A = 0.30.

Aumentando ainda mais a amplitude da segunda onda a distribuicao dos pulos na

direcao = continua simétrica e centrada em zero e a distribuicao dos pulos na direcao y
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comeca a exibir mais picos para o caso racional, por outro lado, para o caso irracional
comecam a surgir dois grandes picos em torno de —1.8 e 0.2. Para Ay = 0.70 temos as

figuras de 4.26 até 4.29 que mostram isso.
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Figura 4.26: Histograma dos pulos na dire¢ao z utilizando-se a razao kya/kz1 = 2 e Ay = 0.70.
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Figura 4.27: Histograma dos pulos na direcao y utilizando-se a razao ko /k;1 = 2 e Ay = 0.70.

E interessante notar que a distribuicao dos pulos em y para o caso irracional comega
com dois picos em +1 e —1 e conforme a amplitude da segunda onda, Ay, aumenta esses
picos se juntam em torno de zero e mais tarde se separam novamente, terminando com
picos em torno de —1.8 e 0.2 para A, = 0.70. E possivel notar também que, diferente do
caso racional, o caso irracional apresenta uma distribuicao de saltos que se assemelha a
combinacao de duas gaussianas em torno dos dois picos —1.8 e 0.2.

Para verificar o efeito de aumentar a amplitude da segunda onda no transporte geral,
serao mostrados nas préximas segoes a Dispersao média (02(t)) e a dispersao relativa

(R(t)) em fungao do tempo.
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Figura 4.28: Histograma dos pulos na direcao z utilizando-se a razao kyo/ky1 = V2 e Ay =
0.70.
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Figura 4.29: Histograma dos pulos na direcao y utilizando-se a razao kyo/ky = V2 e Ay =
0.70.
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4.5.2 Dispersao Média

Uma das maneiras para se quantificar o transporte foi calcularmos a Dispersao média

(0?) [5]. Essa dispersdo média é definida para um conjunto de condigoes iniciais como

oi(t) = %Z@(t) — z;(0))>. (4.11)

=0 M

Az(t)?

onde N é o nimero de condigoes iniciais, z;(t) é a posi¢ao no tempo ¢, x;(0) é a posi¢ao
inicial e (Axz(t)?) é o deslocamento quadrdtico de cada uma das trajetérias no instante de
tempo ¢t.

De maneira geral, a equagao 4.11 pode ser escrita como
o*(t) = Dt*. (4.12)

Como mostrado anteriormente, no capitulo 2, quando o = 1 temos o transporte difu-
sivo ou normal, quando a < 1 o transporte é subdifusivo e quando a > 1 o transporte é
superdifusivo.

No caso particular em que o transporte é difusivo, o(t)? o t, entao podemos definir o
coeficiente difusao (D) como
m @. (4.13)

D= tlimo t

Para verificar se o transporte é difusivo, foram feitas algumas simula¢oes numéricas
para um conjunto de dez mil trajetorias com condigoes iniciais situadas dentro de um
retangulo de 0.001 por 0.001 na origem. Tais simulagoes estao mostradas nas figuras 4.30
e 4.31 para quatro valores de As,.

No caso racional, onde existem barreiras na direcao y, o transporte apresenta com-
portamento préximo do difusivo (« = C'A = 0.976) para todos os casos exceto quando
existem correntes de jatos (As ~ 0.10). Na figura 4.30 podemos ver que o transporte é
subdifusivo (o« < 1) para A; = 0.05 e Ay = 0.20, difusivo (o ~ 1) para A; = 0.30 e
superdifusivo (a > 1) para A, = 0.10.

O valor menor que um do coeficiente angular mostrado na figura 4.30 indica um trans-
porte subdifusivo que surge devido a algum mecanismo de aprisionamento de trajetorias.
Esse mecanismo de aprisionamento pode ser o grudamento em ilhas remanescentes e pode
ser observado como picos mais acentuados nas distribuicoes de saltos.

Ja para o caso irracional onde nao existem correntes de jato, pode-se notar que o
transporte é também fracamente subdifusivo para todos os valores de A,. Na figura 4.31

todas as curvas tem aproximadamente a inclinacado CA =~ 0.926 para t > 100 e essa
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Figura 4.30: Série temporal da Dispersao Média (o (t)?) variando-se Ay para o caso racional.
Note que quando existe uma corrente de jato (A2 = 0.10) no plano de fase o transporte nao é
difusivo pois o coeficiente angular é diferente de 1.

inclinacao nao muda significativamente com a variacao de As. Sendo assim o valor de
a = C'A é praticamente constante e menor que 1. Assim como no caso racional, esse valor
menor que um de o também é esperado para o caso irracional, ja que, por apresentar
picos mais acentuados nas distribui¢oes de saltos (figuras 4.28 e 4.29, por exemplo), a

presenca do mesmo mecanismo de grudamento em ilhas remanescentes do caso racional

pode aparecer no plano de fases.
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Figura 4.31: Série temporal da Dispersao Média (o (t)?) variando-se Ay para o caso irracional.
Note que todas as curvas possuem praticamente a mesma inclinagdo para ¢t > 100. A incerteza
dessa inclinacao é dada pelo desvio padrao dos cinco ajustes.
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Dessa forma, podemos ver que o surgimento de correntes de jato pode ser um meca-
nismo importante para entender o transporte anomalo que surge nesse modelo de duas

ondas de deriva.

4.5.3 Dispersao Relativa

Uma outra grandeza utilizada para quantificar o transporte cadtico é a Dispersao
Relativa (R(t)) [11], calculada como:

R() =+ 3 (w(0) — ab(0)” (4.14)

1=0
b

Onde z¢ e x% sdo duas trajetérias com condigdes iniciais distantes entre si em 1072 ¢ N é
o numero de condicoes iniciais.

Supondo que R(t) siga uma lei de poténcia, podemos escrever que

R(t) = Bt”. (4.15)

Dessa maneira, semelhante ao feito para a dispersao média (o (t)), o coeficiente angular
(C'A) do ajuste linear de R(t)? em funcio de ¢ em escala logaritmica seré identificado como
s

Os resultados das simulagoes para quatro valores de A, estao apresentados nas figura
4.32 e 4.32.
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Figura 4.32: Série temporal da Dispersiao Relativa (R(t)?) para o caso racional variando-se
Ay. Note que todas as curvas possuem praticamente a mesma inclinagao para t > 10.

Para o caso racional (figura 4.32) o coeficiente angular (C'A) do ajuste para t > 10
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quando nao existem jatos tem o valor médio em torno de 0.979. Esse valor préximo de 1
indica que as trajetorias perderam correlagao. Podemos notar o comportamento distinto
quando existe o jato em As = 0.10, onde observa-se um coeficiente angular cerca de 50%

maior do que os quando nao exitem jatos.
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Figura 4.33: Série temporal da Dispersao Relativa (R(t)?) para o caso irracional variando-se
A,. Note que todas as curvas possuem praticamente a mesma inclinagao para t > 10.

Ja para o caso irracional (figura 4.33) o coeficiente angular do ajuste (C'A) nao depende
significativamente da amplitude da segunda onda (As) e tem um valor médio em torno de
0.964. Sendo assim, vemos que as trajetorias do caso irracional perdem correlagao para

t > 10 independentemente da amplitude da segunda onda.

4.6 Conclusoes

Nesse capitulo foi possivel verificar que para que exista transporte de particulas devem
existir trajetérias cadticas no plano de fase. Quando apenas uma onda é considerada, as
trajetérias sao regulares, todas as particulas ficam confinadas em suas células iniciais e
o transporte é nulo. Sendo assim, para que haja transporte de particulas entre células é
necessario considerar pelo menos duas ondas de deriva com velocidades de fase diferente.

Outro ponto importante abordado nesse capitulo foi como combinar essas duas ondas.
Quando as ondas tem a razao racional entre os niimeros de onda, o plano de fase se torna
espacialmente peridédico e surgem barreiras que confinam as particulas, dessa maneira
pode-se observar apenas caos local. Quando essa razao € irracional, tais barreiras nao

existem e o caos se torna global, espalhando-se por todo o plano de fase.
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Analisando a distribuicao dos saltos para os dois casos, pudemos verificar que para
baixas amplitudes da segunda onda os saltos sao de —1 ou +1 tanto no caso racional
quanto no caso irracional. Isso ocorre pois, para baixas amplitudes da segunda onda a
regiao caotica se restringe as proximidades das separatrizes do sistema com apenas uma
onda, assim as particulas pulam de uma célula para outra seguindo trajetérias cadticas
que se assemelham as linhas verticais e horizontais que definem as separatrizes do sistema

com apenas uma onda.

Conforme a amplitude da segunda onda é aumentada, foi verificado que para os dois
casos a distribuicao dos saltos que apresentava picos nas extremidades comeca a se concen-
trar em torno de zero para A; = 0.3 tanto na dire¢do x quanto na diregao y. Entretanto,
observamos que o caso racional apresenta uma assimetria nessa distribuicao mesmo para
valores de As; < 0.3, enquanto o caso irracional apresenta assimetria somente para valores
de AQ > 0.3.

Tal assimetria no caso racional surge devido a presenca de correntes de jato que cami-
nham na mesma direcao de propagacao da segunda onda. Essas correntes surgem apenas
quando a amplitude da segunda onda vale Ay =~ 0.1, mas seus efeitos remanescentes po-
dem ser observados para valores de A, # 0.1. Essas correntes de jato serao examinadas

com mais detalhes no capitulo 5.

Quando a dispersao média em funcao do tempo é analisada, podemos ver que no caso
irracional o transporte se comporta de maneira muito proxima ao transporte difusivo,
sendo fracamente subdifusivo com a =~ 0.926 e essa inclinagdo nao muda significativa-
mente com a variacao de As. Essa pequena diferenca em relagao ao transporte difusivo
se d& devido ao aprisionamento de particulas em ilhas remanescentes. Esse mesmo meca-
nismo também é observado no caso racional, onde observamos novamente um transporte

fracamente subdifusivo com o ~ 0.976.

Ja analisando a dispersao relativa encontramos um comportamento semelhante ao da
dispersao média. Na maioria dos casos o comportamento é semelhante a um passeio
aleatério com [ &~ 0.964 para o caso irracional e com S ~ 0.926 para o caso racional
quando nao existem no plano de fase correntes de jato. Ja quando existem correntes de
jato (caso racional com Ay = 0.10) a dispersao relativa apresenta um coeficiente 5 ~ 1.523
indicando que o jato é responsavel por separar as particulas de maneira mais rapida que

um passeio aleatorio.

Dessa maneira, vimos nesse capitulo que as correntes de jato sao estruturas que sur-
gem e modificam consideravelmente o transporte de particulas e isso fica visivel quando
analisamos a distribuicao dos saltos e a série temporal da dispersoes média e relativa.

Portanto, para entender melhor como o transporte de particulas ocorre nesse modelo, é
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essencial entender melhor como surgem tais correntes de jato.
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Capitulo 5

Correntes de jato

5.1 Introducao

Como visto anteriormente, o plano de fase para o modelo estudado apresenta caos
apenas quando pelo menos duas ondas com velocidades de fase diferentes sao consideradas.
Assim, de maneira geral, o plano de fases fica dividido em regioes com trajetorias cadticas,
conhecidas como mares cadticos, e regioes com trajetorias regulares, conhecidas como ilhas
regulares. De maneira geral, o transporte de particulas ocorre apenas pelo mar caotico,
porém, foi observado que para um determinado conjunto de parametros surge no plano de
fases uma nova regiao regular onde existe transporte entre células, tal regiao sera chamada
corrente de jato. Veremos nesse capitulo que a presenca dessas correntes no plano de fase

modifica drasticamente o transporte cadtico de particulas.

5.2 Formalismo Hamiltoniano

O modelo hamiltoniano de ondas de deriva usado serd o proposto por Horton, com
uma diferenca que nesse capitulo utilizaremos ondas de deriva se propagando na diregao

() com uma modulacdo na dire¢ao (y). Nesse caso, a hamiltoniana é dada por:

N
H(z,y,t) = Ho(x) + > Assin(kai(x — uit))sin(kyy), (5.1)
i=1
onde Hy(x) = —g—gx ¢ a hamiltoniana de equilibrio, dado em fun¢ao dos campos elétricos

e magnéticos de equilibrio. Os termos kg, ky; e u; sao os nimeros de onda na diregao x
e y e a velocidade de fase na direcao x.

Nesse capitulo serao utilizadas duas ondas de deriva (N = 2) e a primeira onda sera

49



50 CAPITULO 5. CORRENTES DE JATO

escolhida com velocidade igual a velocidade de deriva elétrica de equilibrio (u1 = vg, =
g—g). Assim, é possivel reescrever a hamiltoniana da equacao 5.1 no referencial da primeira

onda obtendo-se:
H(z,y,t) = Aisin(ks (2))sin(kny) + Assin(kya(x — ut))sin(ky2y). (5.2)

O caso mais geral ocorre quando a diferenca de velocidade de fase u = uy; — us # 0.
Nesse caso, a hamiltoniana da equagao 5.2 nao é uma constante de movimento e, portanto,
nao ¢ integravel. Sendo assim, é necessario o uso de métodos numéricos de integracao

para obter as trajetorias.

5.3 Plano de fase

Utilizando apenas uma onda de deriva (As = 0) na equagao 5.2, o mapa de Poincaré
do plano de fases apresenta apenas trajetérias regulares em forma de redemoinho como
na figura 5.1. Cada trajetéria fica dentro de uma célula e nao existem trajetérias entre

células. Na figura 5.1 estdo mostradas duas células. [6]

Figura 5.1: Mapa de Poincaré com orbitas regulares para sistema integréavel (A = 0). As
condicoes iniciais estao representadas como cruzes verdes e geram duas células com trajetorias
quase periédicas que nao se misturam.

Quando uma segunda onda é utilizada (As = 0.1), podemos ver no mapa de Poincaré
da figura 5.2 que as trajetdérias mais externas da célula tornam-se cadticas e algumas mais

internas continuam regulares. O conjunto de trajetérias regulares encontradas no mapa
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é conhecido como ilhas e estao imersas num conjunto de orbitas cadticas conhecido como

mar cadtico.

Figura 5.2: Mapa de Poincaré mostrando orbitas regulares e cadticas para o sistema nao
integravel (A2 = 0.1 e u = 1.0) obtidas a partir das condigbes iniciais mostradas em verde.
Nesse caso, além de um padrao complexo de ilhas isoladas, pode-se observar duas regioes de
caos local, uma regiao de caos global, algumas pequenas ilhas conectadas e duas correntes de
jato.

Assim, o transporte de particulas nesse modelo surge quando, com a presenca de uma
segunda onda de deriva, a divisao entre as células do sistema integravel desaparece. Esse
fendmeno é conhecido como quebra de separatrizes.[4]

A quebra das separatrizes da origem ao caos global, responsavel pelo transporte entre
células, mas também cria regides de caos local e ilhas conectadas. Um importante tipo de
ilhas conectadas esta localizado no canto superior esquerdo da figura 5.2, trajetérias com
condicao inicial dentro dessas ilhas sao mapeadas nas ilhas do canto inferior central depois
de um periodo. Tais ilhas, cujas trajetorias tem origem em uma célula e sao mapeadas em
células distintas, receberao o nome de correntes de jato (jet streams).Nas préximas segoes
iremos discutir um pouco mais sobre suas caracteristicas e sua importancia no transporte
total.

Comparando os planos de fase para diferentes parametros é possivel verificar a dife-
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Figura 5.3: Mapa de Poincaré mostrando orbitas regulares e cadticas para o sistema nao
integravel (A2 = 0.1 e u = 1.5) obtidas a partir das condigdes iniciais mostradas em verde.
Nesse caso, as pequenas ilhas isoladas e a regiao de caos local desaparecem em meio ao caos
global. Para essa combinacao de parametro nao existem correntes de jato e o transporte se da
apenas na regiao cadtica.
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Figura 5.4: Mapa de Poincaré mostrando orbitas regulares e cadticas para o sistema nao
integrével (A2 = 0.2 e u = 1.0) obtidas a partir das condigdes iniciais mostradas em verde.
Nesse caso, as pequenas ilhas isoladas e a regiao de caos local desaparecem em meio ao caos
global. Para essa combinacao de parametro nao existem correntes de jato e o transporte se da
apenas na regiao cadtica.
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renga entre um plano de fase que possui apenas ilhas e trajetorias caéticas (Ay = 0.1 e
u = 1.5) na figura 5.3 ou Ay = 0.2 e u = 1.0 na figura 5.4) com um que, além de ilhas
e trajetérias cadticas, apresenta correntes de jato (As = 0.1 e u = 1.0 na figura 5.2).
As correntes de jato da figura 5.2 criam um plano de fases nao homogéneo, identificado
através de areas com alta ou baixa concentracao de trajetérias. Nas figuras 5.3 e 5.4 nao
existem tais jatos e o transporte é homogéneo em todo plano de fase exterior as ilhas, nao
se podendo encontrar areas com alta ou baixa concentracao de trajetorias no mar cadtico.

E importante lembrar que todas as figuras mostradas nessa secao estao moduladas
para o valor 2 na direcao x. Dessa forma, tanto as trajetérias que vao para a direita
atravessam o valor x = 2 quanto as trajetérias que vao para a esquerda e atravessam o
valor z = 0 sao jogadas de volta na no intervalo entre zero e dois e apenas para serem
mostradas nos mapas de Poincaré das figuras 5.2, 5.3 e 5.4. Para todos os calculos,

nenhuma modulacao é utilizada.

5.4 Corrente de jato e ilhas

Para diferenciar as correntes de jato das ilhas, é necessario observar o diagrama da
figura 5.5. Nesse tipo de diagrama é mostrado na escala de cores o deslocamento em
x de um conjunto de trajetérias com condigoes iniciais em x e y apds um intervalo de
integragao T. As ilhas s@o identificadas como dreas escuras (preto) e as correntes de jato

como &reas claras (amarelo). A figura 5.5 foi obtida com T' = 2.
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Figura 5.5: Diagrama de deslocamento com correntes de jato para T = 2, Ay = 0.1 e u = 1.0.
Os eixos horizontal e vertical representam as condigdes iniciais em x e y e a escala de cores
representa o deslocamento quadratico de cada condicao inicial.
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Aumentando o tempo de integracao para T = 10, podemos ver na figura 5.6 que
algumas trajetorias que na figura 5.5 aparentavam pertencer a corrente de jato pertencem,
na verdade, ao mar caotico. Isso ocorre pois, as trajetorias cadticas proximas a corrente
de jato estavam apenas sobre o efeito do grude (stickiness). Quanto maior o tempo de

integracao, mais trajetorias cadticas desgrudarao do jato.
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Figura 5.6: Diagrama de deslocamento com corrente de jato para T' = 10, Ay = 0.1 e u = 1.0.
Os eixos horizontal e vertical representam as condigbes iniciais em = e y e a escala de cores
representa o deslocamento quadrético de cada condigao inicial.

Quando nao existem correntes de jato, a concentracao de trajetérias de transporte
elevado nao persistem por muito tempo no diagrama de deslocamento. Um exemplo pode
ser visto nas figuras 5.7 e 5.8. Nelas vemos que para tempos curtos (figura 5.7) existe
uma concentracao de trajetorias com alto transporte que se dissipa para tempos maiores
(figura 5.8).

Caso nenhuma pertubagao seja inserida nas trajetoria, uma particula que inicialmente
estd dentro de uma corrente de jato ou de uma ilha continua nela por tempo indetermi-
nado. Entretanto, particulas que estao no mar cadtico tendem a colar por algum tempo
em um desses dois regimes (stickiness). Estudar como as trajetdrias cadticas trocam a
regiao a qual estao grudadas é essencial para entender o transporte nesse sistema.

Na figura 5.9 estao mostrados os mapas de Poincaré para as trajetorias de 3 conjuntos
de condigoes iniciais. Nessa figura é possivel ver que o mar cadtico preenche grande parte
do plano de fases, mas nao consegue penetrar nas ilhas e nas correntes de jato.

Mesmo que as ilhas e as correntes de jato sejam inacessiveis para as trajetérias cadticas,
sua presenca ¢ fundamental para o transporte de particulas. Na figura 5.10 é possivel ver

que as trajetorias do mar cadtico podem tanto ficar grudadas em alguma ilha (velocidade
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Figura 5.7: Diagrama de deslocamento sem correntes de jato para T = 2, A3 = 0.1 e u = 1.5.
Os eixos horizontal e vertical representam as condigoes iniciais em = e y e a escala de cores
representa o deslocamento quadratico de cada condicao inicial.

Figura 5.8: Diagrama de deslocamento sem correntes de jato para T = 10, As = 0.1 e
u = 1.5. Os eixos horizontal e vertical representam as condigoes iniciais em x e y e a escala de
cores representa o deslocamento quadratico de cada condigao inicial.
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Figura 5.9: Mapa de Poincaré com T = 5000, A = 0.1 e u = 1.0 para 3 conjuntos de
condigOes iniciais: Azul e vermelho para correntes de jato e marrom para o mar cadtico.

nula) quanto em alguma corrente de jato (velocidade constante).
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Figura 5.10: Posi¢ao em z em fun¢ao do tempo para as trajetdrias dentro do mar cadtico da
figura 5.9 com , Ay = 0.1 e u = 1.0. Para referéncia, a curva em azul z(t) ¢ representa uma
particulas com velocidade constante.

Para As = 0.1, como visto na figura 5.9, as trajetorias cadticas ocupam um grande
espaco no plano de fases, mas nao conseguem penetrar as ilhas ou as correntes de jato.
Entretanto, como visto na figura 5.10, tais trajetérias podem ficar coladas em ilhas ou

correntes de jato por algum tempo.
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5.5 Expoente de Lyapunov

Para identificar as ELCs e verificar que tais estruturas sao responsaveis por separar
regices com diferentes tipos de transporte, construiremos diagramas de Lyapunov. Em
tais diagramas, os eixos horizontal e vertical representam as condigoes iniciais em x e y e
a escala de cores representa o valor do expoente de Lyapunov a tempo finito. As cristas
desse diagrama, maximos locais de expoente de Lyapunov definidos no capitulo 3, nos

darao a localizacao instantanea das ELCs.
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Figura 5.11: Diagrama de Lyapunov com correntes de jato para T = 2, Ao = 0.1 e u = 1.0.
Os eixos horizontal e vertical representam as condigoes iniciais em = e y e a escala de cores
representa o valor do expoente de Lyapunov a tempo finito para cada condicao inicial.

Dessa maneira, é possivel ver nas figuras 5.11 e 5.13 que as ELCs sao estruturas
que contornam as regioes de transporte elevado mostradas nas figuras 5.5 e 5.7. E que,
além disso, é possivel ver também nas figuras 5.12 e 5.14 que quanto maior o tempo de

integracao, maior é o espaco ocupado pelas ELCs.

Comparando agora o caso com jato (Ay = 0.10 e u = 1.0 na figura 5.12) com o caso
sem jato (Ay = 0.10 e u = 1.5 na figura 5.14) é possivel ver que as ELCs nao acessam
as correntes de jato. Sendo assim, nao é possivel que as trajetorias cadticas entrem nos

jatos.
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Figura 5.12: Diagrama de Lyapunov com correntes de jato para T' = 10, As = 0.1 e u = 1.0.
Os eixos horizontal e vertical representam as condigoes iniciais em = e y e a escala de cores
representa o valor do expoente de Lyapunov a tempo finito para cada condigao inicial.
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Figura 5.13: Diagrama de Lyapunov sem correntes de jato para T' = 2, Ay = 0.1 e u = 1.5.
Os eixos horizontal e vertical representam as condigbes iniciais em = e y e a escala de cores
representa o valor do expoente de Lyapunov a tempo finito para cada condigao inicial.
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Figura 5.14: Diagrama de Lyapunov sem correntes de jato para T = 10, Ay = 0.1 e u = 1.5.
Os eixos horizontal e vertical representam as condigoes iniciais em = e y e a escala de cores
representa o valor do expoente de Lyapunov a tempo finito para cada condicao inicial.

5.6 Autocorrelacao da Velocidade

A autocorrelagao da velocidade (VAF) ¢ definida como:

VAR(r) = Y2 (= D) (e = 7) (5.9

(N —k) >, (vi — 6)2 ’

onde T é a média temporal das velocidades, k é um nimero inteiro que representa o atraso

(Lag) e N é o nimero total de pontos da série temporal que representa o tempo total de
simulagao.

Na figura 5.15 estd mostrada a autocorrelacao da velocidade na diregao = (VAF,) em
fungao do diferenga de tempo em que as velocidades sao calculadas (atraso). Nessa figura
é possivel ver que a oscilagao dessa autocorrelacao cai para valores menores que a linha
limite (em verde) para tempos pequenos, entretanto, depois de algum tempo comeca a
oscilar com valores maiores que a linha limite. Esse fato é um indicio de que tal trajetéria
pode nao ter comportamento aleatério.

Ja para um conjunto de parametros onde nao ha correntes de jato (A; = 0.2 e u = 1.0),
¢ mostrado na figura 5.16 que a oscilacao da autocorrelagao da velocidade cai para valores
inferiores ao limite e permanece abaixo desse limite durante todo o tempo de simulagao,
indicando que tal trajetéria tem comportamento aleatorio.

Construiremos agora um diagrama, semelhante ao diagrama de deslocamento anterior.

Nesse diagrama, para cada condicao inicial, calcularemos o valor médio do médulo da
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Figura 5.15: Autocorrelagao da velocidade em funcao do atraso (Lag) para As = 0.10.
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Figura 5.16: Autocorrelagao da velocidade em funcao do atraso (Lag) para Ay = 0.20.
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autocorrelacao da equacao 5.3 para cada condicao inicial.
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Figura 5.17: Diagrama de autocorrelagdo com correntes de jato para T = 2, As = 0.2 e
u = 1.0. Os eixos horizontal e vertical representam as condicoes iniciais em x e y e a escala de
cores representa a autocorrelacao média da velocidade para cada condigao inicial.

Figura 5.18: Diagrama de autocorrelacao com correntes de jato para T = 10, Ay = 0.2 e
u = 1.0. Os eixos horizontal e vertical representam as condig¢Ges iniciais em x e y e a escala de
cores representa a autocorrelacao média da velocidade para cada condigao inicial.

Nas figuras 5.17 e 5.18 podemos ver que, tanto na regiao onde existem ilhas, quanto
na regiao onde existem correntes de jato, a autocorrelacao da velocidade tende a ter
valores elevados. Ja na regiao cadtica a autocorrelacao tende a ser baixa. Entretanto, na

regiao cadtica a autocorrelacao nao é uniformemente baixa, podemos encontrar pequenas
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regioes complexas com alta autocorrelacao. Tais regioes estao relacionadas a presenca de
Estruturas Lagrangianas Coerentes. [25]

Quando utilizamos u = 1.5, nao existem correntes de jato e vemos isso nas figuras 5.19
e 5.20. A autocorrelacao da velocidade é alta apenas dentro das ilhas e fora das ilhas é

baixa com estrutura complexa.

Figura 5.19: Diagrama de autocorrelagao sem correntes de jato para T = 2, Ay = 0.2 e
u = 1.5. Os eixos horizontal e vertical representam as condic¢oes iniciais em x e y e a escala de
cores representa a autocorrelacao média da velocidade para cada condigao inicial.
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Figura 5.20: Diagrama de autocorrelagao sem correntes de jato para T' = 10, As = 0.2 e
u = 1.5. Os eixos horizontal e vertical representam as condigoes iniciais em x e y e a escala de
cores representa a autocorrelacao média da velocidade para cada condigao inicial.

Os diagramas para tempo curto, figuras 5.17 e 5.19, carregam uma importante in-
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formacao sobre o grudamento (stickiness). Nelas, podemos ver que existem algumas
trajetorias que por um curto tempo tem autocorrelacao alta, ou seja, por um tempo
curto tais trajetorias vao apresentar um movimento previsivel. Tal movimento pode estar

relacionado com o grudamento em uma ilha ou em uma corrente de jato.

5.7 Deslocamento quadratico médio

Como visto anteriormente, o deslocamento quadréatico médio de uma trajetoria que
acompanha a corrente de jato é de uma célula por periodo. Sabendo disso, podemos
tentar identificar os jatos utilizando esse deslocamento, mas veremos nessa se¢ao que
analisar apenas o deslocamento quadrético nao é suficiente para identificar os jatos, uma
vez que uma grande quantidade de trajetorias pode caminhar uma célula por periodo sem

necessariamente estar dentro de um jato.

5.7.1 Diagrama de deslocamento quadratico

Computando o deslocamento quadratico para uma grade de 10° condicdes iniciais
uniformemente distribuidas num quadrado de tamanho um obtemos o diagrama de deslo-
camento mostrados nas figura de 5.21 até 5.27. Nesses diagramas a escala de cores sempre
comega em (0.5, pois estamos interessados apenas nas trajetérias que saem das células.

Na figura 5.21, vemos que conforme aumentamos a amplitude da segunda onda (As),
a regiao com deslocamento maior que um aumenta gradativamente. Podemos ver que a
regiao inferior desses quatro parametros tem um deslocamento ligeiramente mais elevado
do que a regiao superior e que, conforme é aumentado a segunda onda, o plano de fase
passa a ter uma geometria mais complexa. Porém, nao é possivel identificar nenhuma
anomalia ou caracteristica marcante que distingua a regiao das correntes de jato das
regioes cadticas.

Fazendo uma ampliacao, na figura 5.21 em torno da regiao onde a corrente de jato
é esperada, temos o diagrama da figura 5.22. Vemos aqui que muitas trajetérias tem o
deslocamento quadratico maior que um, ou seja, muitas trajetoria tem a mesma velocidade
do jato, mas nao podemos encontrar nenhuma diferenca entre o caso em que existe o jato
(As = 0.10) e os outros.

Aumentando o tempo de integracao para T = 2 temos os diagramas da figura 5.23
e 5.24. Nesses diagramas vemos que conforme a amplitude da segunda onda (Ay) é
aumentada, a regiao de deslocamento elevado se espalha pelo plano de fase para A; > 0.10

enquanto que para A = 0.10 essa regiao se concentra apenas no jato.
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Figura 5.21: Diagrama de deslocamento para T' = 1. Os eixos horizontal e vertical repre-
sentam as condicbes iniciais em = e y e a escala de cores representa o deslocamento de cada
condigoes inicial depois de um tempo de integracao 7.
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Figura 5.22: Ampliacao do diagrama de deslocamento para T = 1 em volta da corrente de
jato. Os eixos horizontal e vertical representam as condicoes iniciais em x e y e a escala de cores
representa o deslocamento de cada condigdes inicial depois de um tempo de integracao 7'.
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Figura 5.23: Diagrama de deslocamento para T' = 2. Os eixos horizontal e vertical repre-
sentam as condicbes iniciais em = e y e a escala de cores representa o deslocamento de cada
condigoes inicial depois de um tempo de integracao 7.
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Na ampliacao mostrada na figura 5.24 é possivel ver que para A, = 0.30 nao existe
mais corrente de jato, mas para Ay = 0.05, Ay = 0.10 e Ay = 0.20 nao é possivel afirmar

se a corrente de jato estd ou nao presente.
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Figura 5.24: Ampliacao do diagrama de deslocamento para T' = 2 em volta da corrente de
jato. Os eixos horizontal e vertical representam as condigoes iniciais em x e y e a escala de cores
representa o deslocamento de cada condigoes inicial depois de um tempo de integragao T'.

Novamente, aumentando o tempo de integracao para T" = 4 temos os diagramas das
figuras 5.25 e 5.26. Nesses diagramas também nao é possivel diferenciar a regiao cadtica
presente em A, = 0.20 do jato presente em A, = 0.10, nem se a regiao em amarelo em

Ay = 0.05 é um jato. E possivel apenas verificar que conforme o tempo de integracao ¢é
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aumentado, mais complexa ficam as estruturas.
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Figura 5.25: Diagrama de deslocamento para T = 4. Os eixos horizontal e vertical repre-
sentam as condicdes iniciais em = e y e a escala de cores representa o deslocamento de cada
condigoes inicial depois de um tempo de integracao 7.

Na ampliagao mostrada na figura 5.26 é possivel ver que a regiao amarela é ligeiramente

maior para A = 0.10, mas nao é muito diferente do que pode ser observado em A; = 0.20.

Para diferenciar a regiao cadtica da regiao com corrente de jatos utilizando o deslo-

camento quadratico precisamos aumentar muito o tempo de integragao. Uma simulacao

com 10 condicoes iniciais foi feita e estd mostrada nos diagramas da figura 5.27. Aqui fi-

nalmente conseguimos dizer que nao existem jatos para A; = 0.05, As = 0.20 e Ay = 0.30,
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Figura 5.26: Ampliacao do diagrama de deslocamento para T = 4 em volta da corrente de
jato. Os eixos horizontal e vertical representam as condicoes iniciais em x e y e a escala de cores
representa o deslocamento de cada condigdes inicial depois de um tempo de integracao 7'.
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entretanto ainda nao é possivel dizer se a regiao com deslocamento elevado em A; = 0.10

possui um ou dois jatos préximos.
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Figura 5.27: Diagrama de deslocamento para T = 40. Os eixos horizontal e vertical repre-
sentam as condicOes iniciais em = e y e a escala de cores representa o deslocamento de cada
condicoes inicial depois de um tempo de integragao T'.

De maneira geral, o diagrama de deslocamento consegue identificar regioes onde o
deslocamento vai ser maior ou menor durante um determinado tempo, mas nao é efi-
ciente pra prever se o deslocamento de tal trajetoria vai se manter dessa maneira por
muito tempo. Sendo assim, mesmo que sendo efetivo para se observar o grudamento de

trajetorias cadticas, o diagrama de deslocamento nao é eficiente para identificar jatos.
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5.8 Deslocamento de retorno

Para conseguir identificar jatos no plano de fase, precisamos levar em consideracao que
as trajetérias de particulas dentro dos jatos permanecem no jato, ou seja, sao trajetorias
que sempre tem deslocamento com tamanho de uma célula por periodo. Sendo assim,
temos que procurar no plano de fase nao apenas trajetéria com o deslocamento de uma
célula por periodo, mas trajetdrias que sucessivamente tem o deslocamento de uma célula

por periodo. Para isso definiremos o deslocamento de retorno (DR) como

DR(T) = \/(r*(T) — (1))’ — 2T, (5.4)

onde r*(T) é a posigdo depois de um tempo T de integragao para o futuro, r=(7T) é a
posicao depois de um tempo 7T de integracao para o passado e o termo 27" é a correcao
na posicao ja que a velocidade do jato é de uma célula por periodo.

Para entender o mecanismo por tras dessa definicao de deslocamento de retorno vamos

construir as bacias de retorno.

5.8.1 Bacia de retorno

Os jatos se formam quando um conjunto de trajetérias se desloca de maneira organi-
zada uma célula por periodo. Em outras palavras, podemos dizer que o jato existe quando
a posigao passada (um periodo antes) e a posigao futura (um periodo depois) coincidem.
Uma bacia de retorno serd o mapeamento de um conjunto de condig¢oes inicias para o
futuro e para o passado.

Para entender essa ideia veremos a figura 5.28.

Os jatos pulam uma célula por periodo. Quando olhamos para o mapa de periodo um,
ele ocupa a regiao superior esquerda das células impares e a regiao inferior esquerda das
pares. Sendo assim, podemos ver que depois de dois periodos um jato mapeado em uma
célula impar volta para uma célula impar na mesma posicao e um jato mapeado em uma
célula par volta para a célula par na mesma posicao como podemos ver na figura 5.29.

Ampliando um pouco a figura 5.29 em torno do jato, podemos ver em detalhes na figura
5.30 que quando existe uma corrente de jato, existe uma grande interseccao sélida entre
a regioes azul, vermelha e verde, que representam respectivamente as posicoes presente,
futuro e passado de um conjunto de trajetorias.

Sendo assim, se o mapeamento de uma trajetéria para o futuro e para o passado tem
deslocamento de retorno DR proximo de zero segundo a equacao 5.4 podemos afirmar

que tal trajetéria pode estar dentro de um jato. Se o DR de uma trajetoria permanece
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Figura 5.28: Um conjunto de condigoes iniciais foi colocado em azul nas proximidades do jato.
Os pontos vermelhos foram obtidos integrando-se as equagbes de movimento por um periodo
para o futuro e indicam para onde essas trajetérias foram. Os pontos verdes foram obtidos
integrando-se as equagoes de movimento por um periodo para o passado e indicam de onde esses
pontos vieram.
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Figura 5.29: Um conjunto de condigoes iniciais foi colocado em azul nas proximidades do jato.
Os pontos vermelhos foram obtidos integrando-se as equagoes de movimento por dois periodos
para o futuro e indicam para onde essas trajetorias foram. Os pontos verdes foram obtidos
integrando-se as equagbdes de movimento por dois periodos para o passado e indicam de onde
esses pontos vieram.
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Figura 5.30: Zoom para a figura 5.29 em volta do jato. Um conjunto de condigoes iniciais foi
colocado em azul nas proximidades do jato. Os pontos vermelhos foram obtidos integrando-se as
equagcoes de movimento por dois periodos para o futuro e indicam para onde essas trajetorias fo-
ram. Os pontos verdes foram obtidos integrando-se as equagoes de movimento por dois periodos
para o passado e indicam de onde esses pontos vieram.
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proximo de zero conforme o tempo de integracao T é aumentado e as trajetorias de sua
vizinhanga também tem DR proximo de zero, podemos identificar que nessas regioes

existem correntes de jato.

5.8.2 Diagrama de retorno

Utilizando a ideia da bacia de retorno, podemos definir o deslocamento de retorno
(DR). Esse deslocamento de retorno mede a diferenca entre a posi¢ao integrada para o
futuro e a posicao integrada para o passado corrigida pela velocidade do jato conforme a
equagao 5.4. Para cada condicao inicial o valor de DR ¢é apresentado como a escala de
cores do diagrama. Dessa maneira, regioes escuras estao relacionadas com a presenca de
jatos.

Para um periodo de integragao (7" = 1), vemos na figura 5.31 e na figura 5.32 que
existe uma regiao no espaco de fase onde o DR tem valores baixos. Em tais regioces as
correntes de jato podem aparecer. Entretanto, como estamos observando o plano de fase
por um tempo muito curto nenhuma conclusao pode ser tomada.

Aumentando o tempo de integragao para T' = 2 o cenario observado nas figuras 5.33 e
5.34 ja comeca a mudar. Nelas vemos que as regioes escuras comegam a desaparecer onde
nao existem jatos.

E importante comparar a figura 5.34 com a 5.24. Aqui vemos que para o mesmo
periodo de integracao, o deslocamento de retorno da figura 5.34 ja comega a se mostrar
mais eficiente para identificar jatos.

Com o tempo de integragao 1" = 4, ja é possivel dizer nas figuras 5.35 e 5.36 onde se
localiza a corrente de jato.

Comparando ainda as figuras 5.36 com a 5.26 podemos ver que o deslocamento de
retorno mostrado na figura 5.36 é muito mais claro em mostrar as corrente de jato do que
o deslocamento médio da figura 5.26.

Finalmente, para T = 40, vemos na figura 5.37 cada uma das linhas de DR = 0
observada na figura 5.36 d& origem a uma corrente de jato. E novamente, comparando
com a figura 5.27 o método utilizando o deslocamento de retorno (5.37) apresenta melhores

resultados do que o método utilizando o deslocamento quadratico (5.27).
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Figura 5.31: Diagrama de deslocamento de retorno para T = 1. Os eixos horizontal e vertical
representam as condicOes iniciais em x e y e a escala de cores representa a diferenca entre a
posicao da trajetéria integrada para o futuro e para o passado.
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Figura 5.32: Ampliagdo do diagrama de deslocamento de retorno para T' = 1 em volta da
corrente de jato. Os eixos horizontal e vertical representam as condi¢Oes iniciais em xz e y e a
escala de cores representa a diferenca entre a posicao da trajetdria integrada para o futuro e
para o passado.
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Figura 5.33: Diagrama de deslocamento de retorno para T' = 2. Os eixos horizontal e vertical
representam as condicOes iniciais em x e y e a escala de cores representa a diferenca entre a
posicao da trajetéria integrada para o futuro e para o passado.
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Figura 5.34: Ampliagdo do diagrama de deslocamento de retorno para T' = 2 em volta da
corrente de jato. Os eixos horizontal e vertical representam as condi¢Oes iniciais em xz e y e a
escala de cores representa a diferenca entre a posicao da trajetdria integrada para o futuro e
para o passado.
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Figura 5.35: Diagrama de deslocamento de retorno para T = 4. Os eixos horizontal e vertical
representam as condicOes iniciais em x e y e a escala de cores representa a diferenca entre a
posicao da trajetéria integrada para o futuro e para o passado.
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Figura 5.36: Ampliagdo do diagrama de deslocamento de retorno para T' = 4 em volta da
corrente de jato. Os eixos horizontal e vertical representam as condigbes iniciais em x e y e a
escala de cores representa a diferenga entre a posicao da trajetdria integrada para o futuro e
para o passado.
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Figura 5.37: Diagrama de deslocamento de retorno para T' = 40. Os eixos horizontal e
vertical representam as condigOes iniciais em x e y e a escala de cores representa a diferenca
entre a posigao da trajetdria integrada para o futuro e para o passado.
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5.9 Conclusoes

Foi descoberto que nesse modelo, além das regides cadticas e das ilhas periddicas, as
correntes de jato também sao muito importantes para o transporte. Quando elas existem
no plano de fase mudam drasticamente o transporte cadtico, uma vez que as trajetérias
do mar cadtico podem agora tanto ficar grudadas em ilhas quanto em correntes de jato. E
importante ressaltar que, no modelo estudado, nao é necessario adicionar nenhum termo
para encontrar as correntes de jato, pois elas aparecem naturalmente no plano de fase
devido a uma sincronizagao entre as duas ondas de deriva consideradas.

Quando as trajetorias estao aprisionadas em uma corrente de jato, elas se movem com
velocidade constante e temos um transporte balistico (o« = 2) de particulas. J& quando
essas particulas estao aprisionadas em uma ilha seu movimento se restringe ao interior de
apenas uma célula e nao temos transporte (a« = 0). Entretanto, particulas que estao na
regiao cadtica experimentam de tempos em tempos o grudamento em jatos e em ilhas,
portanto, dependendo de quanto tempo ficam grudados em cada um desses elementos
podemos ter transporte superdifusivo (1 < a < 1) ou subdifusivo (0 < o < 1).

Inicialmente foram utilizados trés métodos combinados para tentar identificar as cor-
rentes de jato no plano de fase. Os trés métodos consistiam em analisar os diagramas
de Lyapunov, deslocamento quadratico médio e autocorrelacao da velocidade. Cada um
dos métodos representa um aspecto importante que deve ser levado em consideragao para
diferenciar ilhas, de correntes de jato e mar cadtico.

O diagrama de Lyapunov nos da a informacao de onde estao as ELCs e, por con-
sequéncia, como o plano de fase estd dividido em regides de comportamento distinto.
Sendo assim, pode-se encontrar no plano de fase que regioes onde as ELCs nao tem acesso
sao regulares, ou seja, podem ser jatos ou ilhas. Ja as regioes onde é possivel observar
uma grande concentragao de ELCs encontramos o mar cadtico. Dessa maneira, vimos
que tanto as correntes de jato como as ilhas estao envolvidas por ELCs, mas analisando
somente os diagramas de Lyapunov nao conseguimos diferenciar correntes de jato de ilhas.

J& o diagrama de deslocamento quadratico nos diz se um conjunto de trajetorias
fica confinado ou se move muito através do plano de fase. Dessa maneira, conseguimos
diferenciar possiveis regioes onde se encontram os jatos de regioes onde se encontram
ilhas. Entretanto, nao é possivel dizer, analisando apenas o diagrama de deslocamento,
se um conjunto de particulas com deslocamento alto vai permanecer junto por muito
tempo (caracterizando um jato) ou se sao apenas trajetérias cadticas que experimentam
deslocamentos elevados seguidos de deslocamentos pequenos mais tarde.

Finalmente, o diagrama de autocorrelacao da velocidade quantifica o quanto a veloci-

dade em um determinado tempo influencia a velocidade em um tempo futuro. Com isso
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podemos, novamente, diferenciar regioes regulares de regioes cadticas, mas, além disso,
é possivel afirmar que essas regioes regulares permanecerao regulares por algum tempo
suficientemente grande.

Combinando esses trés métodos conseguimos identificar correntes jatos como regioes
envolvidas por ELCs, com deslocamento elevado e com autocorrelacao elevada; Ilhas
como regides envolvidas por ELCs, com deslocamento baixo e autocorrelacao baixa; E
finalmente o mar cadético como regioes povoadas por ELCs, com baixa autocorrelagao e
deslocamento quadratico intermediario.

Mesmo sendo uma metodologia satisfatéria, combinar esses trés diagramas nao é uma
maneira eficiente de se encontrar jatos, pois é preciso ter acesso a muita informagao sobre
as trajetérias durante todo o intervalo de tempo estudado. Para o Lyapunov é preciso de
calcular a taxa de expansao local em torno de todas as trajetorias consideradas e para a
autocorrelacao da velocidade é preciso ter acesso a todas as velocidade em intervalos de
tempo muito longos, por exemplo.

De maneira a usar o minimo de dados possivel com um custo computacional menor, foi
desenvolvido um novo método para identificar jatos no plano de fase. Esse método consiste
em encontrar regioes de minimo no diagrama de retorno. Esse diagrama é construido com
um nimero bem menor de dados em comparacao aos outros trés métodos, ja que sao
computados apenas as posicoes finais para o futuro e para o passado de cada condicao
inicial. Com esse método é possivel identificar as variedades instaveis e estaveis que se
acumulam no mar cadtico e, principalmente, as regioes que definem os jatos.

Utilizando o diagrama de retorno, conseguimos entao encontrar onde ocorrem os jatos
mesmo com simulagoes utilizando pouco tempo de integragao. Além disso, foi possivel
também observar o esqueleto do caos formado pelas ELCs instaveis e estaveis no mar
cadtico. Entretanto, ainda sao necessarios mais estudos sobre as estruturas finas com des-
locamento de retorno (D R) nulo que aparecem dentro dos jatos (figura 5.36, por exemplo)
e de como essa estruturas se modificam com a variagao dos parametros.

Finalmente, podemos concluir que, assim como as ilhas, as correntes de jato aparecem
no plano de fase como regioes inacessiveis as ELCs. Dessa maneira, nenhuma trajetoria
caodtica pode acessar uma corrente de jato, entretanto, devido ao aciimulo de ELCs ao re-
dor das correntes de jato, uma trajetéria cadtica pode ficar por algum tempo aprisionada
na vizinhanca e consequentemente seguir tais correntes de jato pelo plano de fase por
algum tempo. Logo, é possivel afirmar que esse aprisionamento de trajetdrias cadticas de-
vido ao acimulo de ELCs é o mecanismo que explica o transporte superdifusivo observado

quando existem correntes de jato no plano de fase.
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Capitulo 6

Difusao molecular nas ondas de

deriva

6.1 Introducao

Nesse capitulo sera considerada a difusao molecular das particula através da inclusao
de um ruido gaussiano. Esse ruido sera inserido em cada trajetéria como um “chute” de
amplitude aleatoria a um intervalo de tempo determinado. De maneira geral, veremos
que a difusao molecular tende a uniformizar o espago de fases, gerando um transporte
difusivo. Entretanto, para ter-se o mesmo efeito quando existe no plano de fase uma

corrente de jato, sao necessarios ruidos com amplitudes mais elevadas.

6.2 Modelo para simular a difusao molecular

Para simular a difusao molecular, serao resolvidas numericamente durante um intervalo

de tempo At as equacoes de movimento dadas por

dx B oOH
dt oy
dy 8Hy (6.1)
dt Oz
onde a hamiltoniana é
H(z,y,t) = Aisin(ks(x))sin(kny) + Assin(kza(x — ut))sin(ky2y). (6.2)

Depois de passado esse intervalo de tempo At, é inserido um chute aleatério de tama-
nho v2rAté(t) ([12]) na diregao x, de forma que:

87



88 CAPITULO 6. DIFUSAO MOLECULAR NAS ONDAS DE DERIVA

ynovo(t) = yvelho(t) (63>

{ Zrovo(t) = Tuetno(t) + V2rALE (%)

onde £(t) é um nimero sorteado aleatoriamente em distribuicao gaussiana de média zero

e desvio padrao unitario e r é um parametro proporcional ao tamanho do ruido.

6.3 Efeitos da difusao molecular

Para estudar quanto esses jatos conseguem aprisionar particulas e portanto interferir
no transporte, foram feitas simulagoes numéricas para 40 trajetorias inicialmente colo-
cadas dentro de uma corrente de jato, portanto A, = 0.10, com uma pequena difusao
molecular que serd aumentada gradativamente.

Na figura 6.1 estd mostrada a simulacao para r = 107%. Nela é possivel ver que depois
de t ~ 1500 todas as particulas escapam da corrente de jato, entretanto é possivel ver
também que grande parte das particulas eventualmente volta para a corrente de jato e
permanecem nele por algum tempo. Sendo assim, com 7 = 1075 a contribuicao da corrente

de jato ainda é muito importante para o transporte e é esperado que esse transporte seja

superdifusivo.
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Figura 6.1: Posicao em x em funcao do tempo para as trajetérias inicialmente dentro de uma
corrente de jato com r = 1076 e Ay = 0.10.

Quando a difusao molecular é aumentada para r = 107°, vemos na figura 6.2 que
as particulas ficam menos tempo dentro dos jatos. Nessa simulacao depois de t ~ 500
todas as particulas ja haviam deixado o jato e poucas delas retornam. Esses retornos

aos jatos ou a entrada em ilhas geram as elevacoes na autocorrelacao da velocidade que
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veremos adiante. Entretanto, ainda existe influencia dos jatos no transporte, portanto

ainda espera-se que o transporte seja superdifusivo.
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Figura 6.2: Posi¢ao em x em funcao do tempo para as trajetérias inicialmente dentro de uma
corrente de jato com r = 107° e Ay = 0.10.

Aumentando a difusdo molecular para » = 1073 é possivel ver na figura 6.3 que as
particulas sao rapidamente ejetadas da corrente de jato e que raramente retornam a
ela. Com essa configuragao o transporte é praticamente simétrico na direcao x, e nao é
possivel encontrar trajetorias que ficam aprisionadas em ilhas ou correntes de jato por
longos intervalos de tempo. Sendo assim é esperado que o transporte seja difusivo.

Lembrando da diferenca de tamanho entre as ilhas e os jatos (figura 5.2), espera-se que
uma particula executando um movimento aleatério no plano de fases tem maior chance de
ficar aprisionada em uma ilha do que em uma corrente de jato. Por esse motivo na figura
6.3 vemos que a quantidade de trajetérias seguindo uma ilha é maior do que a quantidade
de trajetorias seguindo uma corrente de jato.

Dessa maneira, vimos que quando a difusao molecular é muito alta as particulas nao

ficam mais grudadas nos jatos ou ilhas por muito tempo e o transporte se assemelha a
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Figura 6.3: Posi¢gdo em x em funcao do tempo para as trajetdrias inicialmente dentro de uma
corrente de jato com 7 = 1073 e A2 = 0.10. E importante notar a drastica mudanga na escala
vertical que representa uma grande diminuigdo no transporte de particulas.
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um passeio aleatorio. Veremos agora o que acontece com a autocorrelacao da velocidade
(VAF) comparando o caso com jato (As = 0.10) com o caso sem jato (A; = 0.20). Em
todos os graficos de VAF em fungao do atraso (Lag) iremos comparar a oscilagdo da
autocorrelacao com o banda de confianca (\/LN)’ onde N é o numero de interagoes [40].
Tal banda de confianca é usada para testar aleatoriedade de um conjunto de dados.
Para A, = 0.10 com r = 10~ a autocorrelacio mostrada na figura 6.4 é alta para
valores de lag inferiores a 3500, apresentando algumas oscilagoes. Tais oscilagoes estao
relacionadas com a troca de regime que as trajetorias estao. Quando a autocorrelacao tem
amplitude alta as particulas estao em ilhas ou jatos e quando a autocorrelacao é baixa as

estao no mar caodtico.
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Figura 6.4: Autocorrelacao da velocidade em fungao do atraso (Lag) para As = 0.10 e

_ —5 , 2
r =107°. A banda de confianga usada é 500"

Como referéncia, quando nao existe corrente de jato (As = 0.20) a autocorrelac¢do, nas
figuras 6.5 e 6.7, permanece com valores inferiores a banda de confianca.

Quanto r atinge valores suficientemente grandes a autocorrelacao da figura 6.6 passa
a apresentar valores inferiores a banda de confianga. Esse fato é esperado pois na figura
6.3 as trajetérias nao permanecem na corrente de jato por muito tempo, mas passeiam
aleatoriamente na dire¢ao x. Sendo assim, é possivel afirmar que a difusdo molecular (r)

tem a funcao fundamental de “apagar” a memoria da trajetoria, tornando seu movimento
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Figura 6.5: Autocorrelacao da velocidade em fungao do atraso (Lag) para As = 0.20 e
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r=107°. A banda de confianga usada é 500"

similar a um movimento aleatdrio.

A fim de visualizar como as particulas saem dos jatos devido a presenca de difusao
molecular, faremos alguns diagramas de deslocamento mostrados nas figuras 6.8 e 6.9 para

r =107° e r = 1073 respectivamente.

Essas figuras mostram apenas que as trajetorias inicialmente dentro de uma corrente
de jato podem sair dela, mas é importante lembrar que a corrente de jato ainda existe
e, de acordo com a figura 6.2, ainda é possivel que as trajetérias voltem a corrente de
jato. Entretanto, a probabilidade de retornar diminui a medida que a difusao molecular

(r) aumenta.

Sendo assim, verificamos que a difusao molecular tende a dissolver os jatos e as ilhas,
tornando o plano de fase mais homogéneo. Dessa maneira, quanto maior a difusao mole-
cular, mais proximo do movimento aleatério estarao as trajetorias e menos voos de longa

duragao serao observados.
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Figura 6.6: Autocorrelacao da velocidade em fungao do atraso (Lag) para Ay = 0.10 e
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Figura 6.8: Diagrama de deslocamento para 7' = 10 com r = 107> e Ay = 0.10.
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Figura 6.9: Diagrama de deslocamento para 7' = 10 com r = 1072 e Ay = 0.10.
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6.4 Conclusoes

Quando a difusao molecular é incluida vimos que o transporte de particulas tende a
ser homogéneo no plano de fases e passa ter um comportamento difusivo. Entretanto,
quando existem correntes de jato no plano de fase, esse comportamento difusivo é obtido
apenas para valores de difusao molecular bem mais elevados do que os necessarios para
quando nao existem correntes de jato. Foi observado também que, quando a difusao
molecular é considerada, além das trajetorias cadticas, as trajetérias inicialmente dentro
de correntes de jato ou ilhas podem trocar de regime. Sendo esse um dos principais fatores
que modificam a autocorrelacao da velocidade e consequentemente o transporte total de

particulas.
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Capitulo 7
Conclusoes finais

Nessa tese foi estudado o transporte de particulas na borda do plasma confinado
magneticamente em tokamaks a partir de um modelo para ondas de deriva proveniente
de flutuacoes eletrostaticas geradas pela nao uniformidade do plasma. Foi observado que,
nesse modelo, o transporte de particulas que surge devido as trajetérias cadticas é, de
maneira geral, subdifusivo (o < 1) devido a presencga de ilhas no plano de fase. Entretanto,
para determinados parametros, surgem correntes de jato e o transporte cadtico se torna
superdifusivo (a > 1).

No capitulo 4 foi apresentado um resumo desse modelo das ondas de deriva utilizado
para o estudo do transporte de particulas. Além disso, nesse capitulo foi possivel verificar
que para que exista transporte de particulas devem existir trajetérias cadticas no plano
de fase. Quando apenas uma onda é considerada, as trajetorias sao regulares, todas as
particulas ficam confinadas em suas células iniciais e o transporte é nulo. Sendo assim,
para que haja transporte de particulas entre células é necessario considerar pelo menos
duas ondas de deriva com velocidades de fase diferente.

Analisando a distribuicao dos saltos, pode-se verificar que para baixas amplitudes
da segunda onda a maioria dos saltos tem o tamanho da célula, pois a regiao cadtica
se restringe as proximidades das separatrizes do sistema com apenas uma onda, assim as
particulas pulam de uma célula para outra seguindo trajetorias cadticas que se assemelham
as linhas verticais e horizontais que definem as separatrizes das células.

Conforme a amplitude da segunda onda é aumentada, foi verificado que a distribuicao
dos saltos, que apresentava picos nas extremidades, passa a apresentar picos em torno
de zero para A, = 0.3 tanto na direcao de propagacao da onda de deriva quanto na
direcao transversal. Entretanto, observamos que o caso racional apresenta uma assimetria
nessa distribuicao mesmo para valores de A, < 0.3, enquanto o caso irracional apresenta

assimetria somente para valores de A, > 0.3.
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Essa assimetria observada no caso racional surge devido a presenca de correntes de
jato que caminham na mesma dire¢ao de propagacao da segunda onda. Essas correntes
surgem apenas para uma determinada combinacao de parametros de ondas e seus efeitos

no transporte foram examinadas com mais detalhes no capitulo 5.

Ainda sobre o capitulo 4, quando a dispersao média e a dispersao relativa em funcao
do tempo é analisada, encontramos que quando nao existe jato o transporte se comporta
de maneira muito proxima ao transporte difusivo, sendo fracamente subdifusivo. Essa
pequena diferenca em relacao ao transporte difusivo se da devido ao aprisionamento de
particulas em ilhas remanescentes. Ja quando existem correntes de jato a dispersao média
e a dispersao relativa apresentam um coeficiente maior que um, indicando que o jato é

responsavel por separar as particulas de maneira mais rapida que um passeio aleatorio.

Em resumo, vimos no capitulo 4 que as correntes de jato sao estruturas que surgem e
modificam consideravelmente o transporte de particulas e isso fica visivel quando analisa-
mos a distribuicao dos saltos e a série temporal da dispersoes média e relativa. Portanto,
entender melhor como surgem tais correntes de jato é de grande importancia para explicar

como o transporte de particulas ocorre nesse modelo.

No capitulo 5 investigamos o aparecimento de correntes de jato no mar cadtico. Foi
mostrado nesse capitulo que as correntes de jato mudam drasticamente o transporte
cadtico, uma vez que as particulas que estao na regiao cadtica experimentam de tem-
pos em tempos o grudamento tanto nas ilhas como nas correntes de jato e, dependendo
de quando tempo ficam grudados em cada elemento, podemos ter transporte superdifusivo

ou subdifusivo.

Ainda no capitulo 5, foram utilizados trés métodos combinados para tentar identificar
as correntes de jato no plano de fase. Os trés métodos consistiam em analisar os diagramas
de Lyapunov, deslocamento quadratico médio e autocorrelagao da velocidade. Cada um
dos métodos representa um aspecto importante que deve ser levado em consideracao para
diferenciar ilhas, de correntes de jato e mar cadtico. O diagrama de Lyapunov nos da
a informacao de onde estao as ELCs, o diagrama de deslocamento quadratico nos diz
se um conjunto de trajetérias fica confinado ou se move muito através do plano de fase
e o diagrama de autocorrelacao da velocidade quantifica o quanto a velocidade em um

determinado tempo influencia a velocidade em um tempo futuro.

Combinando os trés métodos citados, conseguimos identificar correntes de jato como
regioes envolvidas por ELCs, com deslocamento elevado e com autocorrelacao elevada;
IThas como regioes envolvidas por ELCs, com deslocamento baixo e autocorrelacao baixa;
e finalmente o mar cadtico como regioes povoadas por ELCs, com baixa autocorrelacao e

deslocamento quadratico intermediario.
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De maneira a usar o minimo de dados possivel com um custo computacional menor,
foi desenvolvido um novo método para identificar jatos no plano de fase. Esse método
consistiu em encontrar regioes de minimo no diagrama de retorno. Com esse método é
possivel identificar as variedades instaveis e estaveis que se acumulam no mar cadtico e,
principalmente, as regioes que definem os jatos.

Utilizando o diagrama de retorno, conseguimos entao encontrar onde ocorrem os jatos
utilizando menos tempo de integracao e com menos dados do que para os trés métodos
anteriores. Além disso, foi possivel também observar as ELCs instaveis e estaveis no
mar cadtico. Entretanto, ainda sdo necessarios mais estudos sobre as estruturas finas que
aparecem dentro dos jatos e de como essa estruturas se modificam com a variacao dos
parametros.

Concluimos entao no capitulo 5 que, assim como as ilhas, as correntes de jato apa-
recem no plano de fase como regides inacessiveis as ELCs. Dessa maneira, nenhuma
trajetoria cadtica pode acessar uma corrente de jato, entretanto, devido ao actimulo de
ELCs ao redor das correntes de jato, uma trajetoria cadtica pode ficar por algum tempo
aprisionada na vizinhanca e consequentemente seguir tais correntes de jato pelo plano de
fase por algum tempo. Logo, é possivel afirmar que esse aprisionamento de trajetdrias
caoticas devido ao acuimulo de ELCs é o mecanismo que explica o transporte superdifusivo
observado quando existem correntes de jato no plano de fase.

Finalmente, no capitulo 6, vimos que quando é inserida a difusao molecular, particulas
tendem a ser ejetadas de dentro das correntes de jato e ilhas. Além disso, o tempo que
as trajetorias cadticas ficam aprisionadas tanto em jatos quanto em ilhas diminui, supri-
mindo tanto o transporte superdifusivo gerado pelas correntes de jato quanto o transporte
subdifusivo gerado pelas ilhas. Sendo assim concluimos que quando a difusao molecular
é incluida o transporte de particulas tende a ser homogéneo no plano de fases e passa ter

um comportamento difusivo.

7.1 Perspectivas futuras

Algumas questoes ainda permanecem em aberto e podem ser utilizadas para trabalhos
futuros, dentre elas se destacam as seguintes questoes.

No decorrer dessa tese vimos que o espaco de fase é dividido em trés regioes: ilhas,
correntes de jato e mar cadtico, variando-se os parametros vimos que é possivel modificar a
areas desses elementos. Uma importante questao que deve ser respondida é se existe uma
relacao entre a area em que cada um desses elementos ocupa o coeficiente de transporte.

No capitulo 5, na figura 5.36, por exemplo, sao encontradas linhas aparentemente
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continuas onde o deslocamento de retorno é nulo (DR = 0). Qual o significado das
linhas pretas nesse diagrama? O que esperar de tais linhas a medida que variam-se os
parametros?

Quando a difusao molecular é considerada, no capitulo 6, o que esperar do diagrama
de retorno? E se calcularmos o tempo que cada trajetoria demora para escapar dos
jatos e construirmos um diagrama de tempo de retorno, qual a relagao entre o diagrama

utilizando o tempo de retorno com o diagrama do diagrama de retorno?
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