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Feynman Rules
Fotón

Elétron

Vértice

𝑖Π𝜇𝜈 𝑝 =
−𝑖

𝑝2 + 𝑖휀
𝑔𝜇𝜈 − 1 − 𝜉

𝑝𝜇𝑝𝜈

𝑝2

𝑖𝑆 𝑝 =
𝑖 𝑝 +𝑚

𝑝2 −𝑚2 + 𝑖휀

𝑖Γ𝜇 = −𝑖𝑒𝛾𝜇

2



Expansion
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Electron Self-Energy

Onde

−𝑖Σ2 𝑝 = 𝑖𝑒 2න
𝑑4

2𝜋 4

𝛾𝛼 𝑝 − 𝑘 +𝑚 𝛾𝛼
𝑝 − 𝑘 2 −𝑚2 𝑘2

Essa integral diverge linearmente. Onde está

uma divergência ultravioleta, mas também tem

uma divergência no infravermelho.

𝑖𝑆𝐹 𝑝 න
𝑑4

4𝜋 4 𝑖𝑒𝛾𝛼𝑖𝑆𝐹 𝑝 − 𝑘 𝑖𝑒𝛾𝛽𝑖𝐷𝛼𝛽
𝐹 𝑘 𝑖𝑆𝐹 𝑝

o propagador modificado

𝑖𝑆𝐹 𝑝 → 𝑖𝑆𝐹 𝑝 + 𝑖𝑆𝐹 𝑝 −𝑖Σ 𝑝 𝑖𝑆𝐹 𝑝
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Feynman Parameters 

1

𝐴𝐵
= න

0

1

𝑑𝑥
1

𝐴 + 𝐵 − 𝐴 𝑥2 2 = න
0

1

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝛿 𝑥 + 𝑦 − 1
1

𝑥𝐴 + 𝑦𝐵 2

1

𝐴𝐵𝑛
= න

0

1

𝑑𝑥𝑑𝑦 𝛿 𝑥 + 𝑦 − 1
𝑛𝑦𝑛−1

𝑥𝐴 + 𝑦𝐵 𝑛+1

1

𝐴𝐵𝐶
= න

0

1

𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 𝛿 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 − 1
2

𝑥𝐴 + 𝑦𝐵 + 𝑧𝐶 3
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Regularização Dimensional

A regularização dimensional consiste em modificar a dimensionalidade dessas integrais 
para que elas se tornem finitas. 

න
𝑑𝑑𝑝

𝑝2 + 2𝑝𝑞 −𝑚2 𝛼 = −1 𝛼𝑖𝜋𝑑/2
Γ 𝛼 −

1
2𝑑

Γ 𝛼

1

−𝑞2 −𝑚2 𝛼−𝑑/2
, 𝑑 = 4 − 휀

Onde 𝑝 = 𝑝0, Ԧ𝑟 . Tendo em conta

𝑝0, 𝑟, 𝜙, 𝜃1, … , 𝜃𝑑−3

Assim que

𝑑𝑑𝑝 = 𝑑𝑝0𝑟
𝑑−2𝑑𝑟𝑑𝜙ෑ

𝑘=1

𝑑−3

𝑠𝑖𝑛𝑘𝜃𝑘𝑑𝜃𝑘
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itens a considerar,

න
0

𝜋
2
sin 𝜃 2𝑛−1 cos 𝜃 2𝑚−1𝑑𝜃 =

1

2

Γ 𝑛 Γ 𝑚

Γ 𝑚 + 𝑛

Função beta de Euler

𝐵 𝑥, 𝑦 =
Γ 𝑥 Γ 𝑦

Γ 𝑥 + 𝑦
= 2න

0

∞

𝑑𝑡 𝑡2𝑥−1 1 + 𝑡2 −𝑥−𝑦

Para 𝑛 → 0 temos que,

𝑠−
𝑛
2 = 1 −

𝑛

2
ln 𝑠

E

Γ
𝑛

2
=
𝑛

2
− 𝛾 +⋯

Onde 𝛾 = 0.5772
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Alguns relacionamentos importantes:

𝑔𝜇𝜈𝑔
𝜇𝜈 = 𝑑

𝛾𝜆𝛾
𝜆 = 𝑑𝐼

𝛾𝜆𝛾
𝛼𝛾𝜆 = −(𝑑 − 2)𝛾𝛼

𝛾𝜆𝛾
𝛼𝛾𝛽𝛾𝜆 = − 𝑑 − 2 𝛾𝛼𝛾𝛽 + 4𝑔𝛼𝛽

Também,

𝑡𝑟 𝛾𝛼𝛾𝛽 = 𝑓 𝑑 𝑔𝛼𝛽

𝑡𝑟 𝛾𝛼𝛾𝛽𝛾𝜆𝛾𝛿 = 𝑓 𝑑 𝑔𝛼𝛽𝑔𝜆𝛿 − 𝑔𝛼𝜆𝑔𝛽𝛿 + 𝑔𝛼𝛿𝑔𝛽𝜆

𝑡𝑟 𝛾𝛼𝛾𝛽…𝛾𝜇𝛾𝜈 = 0
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Electron Self-Energy

−𝑖Σ2 𝑝 = 𝑖𝑒 2න
𝑑4𝑘

2𝜋 4 𝛾
𝜇

𝑖

𝑝 − 𝑘 − 𝑚

−𝑖𝑔𝜇𝜈

𝑘2
𝛾𝜈

Σ2 𝑝 = −𝑖𝜇4−𝑑𝑒2න
𝑑𝑑𝑘

2𝜋 𝑑

𝛾𝜇 𝑝 − 𝑘 +𝑚 𝛾𝜇

𝑝 − 𝑘 2 −𝑚2 𝑘2
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Resultado

Σ2 𝑝 =
𝑒2

8𝜋2휀
−𝑝 + 4𝑚 + 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒

11

Σ2 𝑝 = −2 𝑖𝜇4−𝑑𝑒2න
0

1

𝑑𝑥 2𝑚 − 𝑥𝑝 න
𝑑𝑑𝑙

2𝜋 𝑑

1

𝑙2 − Δ 2
∀ ∆= −𝑥 1 − 𝑥 𝑝2 + 1 − 𝑥 𝑚2



1PI

Um 1PI é qualquer diagrama que não pode ser dividido em dois removidos uma única 

linha

Exemplo:
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O propagador modificado para um férmion

Onde

𝑆𝐹
′ 𝑝 = 𝑆𝐹

0 𝑝 + 𝑆𝐹
0 𝑝

Σ 𝑝

𝑖
𝑆𝐹
0 𝑝 + 𝑆𝐹

0 𝑝
Σ 𝑝

𝑖
𝑆𝐹
0 𝑝

Σ 𝑝

𝑖
𝑆𝐹
0 𝑝 +⋯

= 𝑆𝐹
0 𝑝 1 +

Σ 𝑝

𝑖
𝑆𝐹
0 𝑝 +

Σ 𝑝

𝑖
𝑆𝐹
0 𝑝

Σ 𝑝

𝑖
𝑆𝐹
0 𝑝 +⋯

= 𝑆𝐹
0 𝑝 1 −

Σ 𝑝

𝑖
𝑆𝐹
0 𝑝

−1

⇒ 𝑆𝐹
′ 𝑝 −1 = 𝑆𝐹 𝑝 −1 − Σ 𝑝 ,

⇒ 𝑆𝐹
′ 𝑝 −1 = 𝑆𝐹 𝑝 −1 − Σ2 𝑝 +⋯
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The Photon Self-Energy

Onde

𝑖Π𝛼𝛽 𝑘 = − 𝑖𝑒 2න
𝑑4𝑝

2𝜋 4 𝑡𝑟 𝛾𝛼
1

𝑝 − 𝑚
𝛾𝛽

1

𝑝 + 𝑘 −𝑚

É integral e quadraticamente divergente, onde é uma 

divergência ultravioleta.

o propagador modificado

𝑖𝐷𝐹𝛼𝛽 𝑘 → 𝑖𝐷𝐹𝛼𝜇 𝑘 𝑖𝑒0
2Π𝜇𝜈 𝑘 𝑖𝐷𝐹𝜈𝛽 𝑘

𝑖𝐷𝐹𝛼𝛽 𝑘 → 𝑖𝐷𝐹𝛼𝛽 𝑘 + 𝑖𝐷𝐹𝛼𝜇 𝑘 𝑖𝑒0
2Π𝜇𝜈𝑖𝐷𝐹𝜈𝛽 𝑘

14



The photon Self-Energy

𝑖Π𝜇𝜈 𝑘 = − −𝑖𝑒 2න
𝑑4𝑘

2𝜋 4 𝑡𝑟 𝛾𝜇
𝑖

𝑝 − 𝑚
𝛾𝜈

𝑖

𝑝 − 𝑘 − 𝑚

Π𝜇𝜈 𝑘 = 𝑖𝜇4−𝑑𝑒2න
𝑑𝑑𝑘

2𝜋 𝑑 𝑡𝑟 𝛾𝜇
𝑖

𝑝 − 𝑚
𝛾𝜈

𝑖

𝑝 − 𝑘 −𝑚
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Resultado

Π𝜇𝜈 𝑘 =
𝑒2

6𝜋2휀
𝑘𝜇𝑘𝜈 − 𝑔𝜇𝜈𝑘

2 + 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒

16

Π𝜇𝜈 𝑘 = −𝑖𝜇4−𝑑𝑒2න
0

1

𝑑𝑥න
𝑑𝑑𝑙

2𝜋 𝑑

2
𝑑
− 1 𝑔𝜇𝜈𝑙2 − 2𝑥 1 − 𝑥 𝑝𝜇𝑝𝜈 + 𝑔𝜇𝜈 𝑚2 + 𝑥 1 − 𝑥 𝑝2

𝑙2 − ∆ 2 ∀

∆= 𝑚2 − 𝑥 1 − 𝑥 𝑝2



𝐷𝜇𝜈
′ 𝑘 = −

−𝑖𝑔𝜇𝜈

𝑘2
+
𝑖𝑔𝜇𝜌

𝑘2
𝑖 𝑘2𝑔𝜌𝜎 − 𝑘𝜌𝑘𝜎 Π 𝑘2

𝑖𝑔𝜎𝜈
𝑘2

+⋯

𝐷𝜇𝜈
′ 𝑘 = −

−𝑖𝑔𝜇𝜈

𝑘2
+
𝑖𝑔𝜇𝜌

𝑘2
𝛿𝜈
𝜌
−
𝑘𝜌𝑘𝜈
𝑘2

Π 𝑘2 +
𝑖𝑔𝜇𝜌

𝑘2
𝛿𝜈
𝜌
−
𝑘𝜌𝑘𝜈
𝑘2

Π2 𝑘2 +⋯

𝐷𝜇𝜈
′ 𝑘 =

−𝑖𝑔𝜇𝜈

𝑘2
1

1 − Π 𝑘2
+
𝑖𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑘4
Π 𝑘2

1 − Π 𝑘2

Onde

𝑧3 =
1

1 − Π 0
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The Vertex Modification

Essa integral diverge logaritmicamente. Onde

está uma divergência ultravioleta, mas também

tem uma divergência no infravermelho.

O vértice modificado

Λ𝜇 𝑝1, 𝑝2 = −𝑒3න
𝑑4𝑘

2𝜋 4

𝛾𝛼 𝑝2 − 𝑘 +𝑚 𝛾𝜇 𝑝1 − 𝑘 +𝑚 𝛾𝛼
𝑝2 − 𝑘 2 −𝑚2 𝑝1 − 𝑘 2 −𝑚2 𝑘2

𝑖𝑒𝛾𝜇 → 𝑖Γ𝜇 𝑝′, 𝑝 = 𝑖𝑒 𝛾𝜇 + 𝑒2Λ𝜇 𝑝′, 𝑝
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Resultado

Λ𝜇
1

𝑝, 𝑞, 𝑝′ =
𝑒2

8𝜋2휀
𝛾𝜇 + 𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑒
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The Callan-Symanzik Equation

Vamos relembrar a relação entre as funções de correlação renormalizadas e 

não renormalizadas dada por. 

Se considerarmos uma variação infinitesimal da escala de renormalização
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The Callan-Symanzik Equation

Então,
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The Callan-Symanzik Equation22



The Callan-Symanzik Equation

𝑉 𝑝2 =
𝑒2

𝑝2
1 +

𝑒2

12𝜋2
ln

𝑝2

𝑝0
2 +

𝑒2

12𝜋2
ln

𝑝2

𝑝0
2

2

+⋯

Portanto,

0 = 𝑝0
2
𝑑𝑉 𝑝2

𝑑𝑝0
2

𝑒3

24𝜋2
= 𝑝0

2
𝑑𝑒

𝑑𝑝0
2

𝑒2 𝑝2 =
𝑒0

2

1 −
𝑒0

2

12𝜋2
ln

𝑝2

𝑝0
2
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