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Quantica e relatividade

O que cada uma dessas teorias nos fornece?

quantica — (U, H)

relatividade — (A, R%)

Mas n3do se trata de uma transformacao qualquer!
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Quantica e relatividade

Onde a nossa descricdo encontra a realidade?

U — U = DU

(¥, ¥") = (D, DY) = (¥, D' DY)
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Quantica e relatividade

Teorema de Wigner: Simetrias em mecanica quantica sdo representadas
por operadores unitarios e lineares ou antiunitarios e antilineares.

D~ = Df
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Quantica e relatividade

VH s Vi = ARV 4 o

AﬂaAyﬁn;w = Nap

Com 7 a matriz diagonal com ngo = —1, m11 =1, g2 =1, 33 = 1.
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Quantica e relatividade
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Quantica e relatividade

VI = (A A VY + (A,6” + a'*)
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Quantica e relatividade

(Aja) (A,a")

> V' > V"

VI = (A’“,,A”V)V“’ + (A'",a” + a'™)
Logo:

(A, @) (A, @) = (N'A, Na+ )

Ou seja, esses operadores exibem uma estrutura interessante: a estrutura
de um grupo ( o grupo de Poincaré, para ser especifico)
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Grupos de Lie e suas representacdes

Um grupo G é um conjunto C' dotado de uma operacdo X entre
elementos do conjunto que satisfaz:
E fechada:

V91,92 € C g1 Xga=g3€C
associativa:
V91,092,935 € C g1 X (92 X g3) = (91 X g2) X g3
Tem elemento neutro
JeeC |gxe=exg=g Vgel
Tem inverso bem definido:
Vgr €C dga€C tq g1 X g2=c¢
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Grupos de Lie e suas representacdes

O que é uma representacdo de um grupo?

D:C—1LY

g1+ D(g1)

Tal que o produto do grupo abstrato seja mapeado ao produto dos
operadores:

D(g1)D(g2) = D(9192) V91,92 € G
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Grupos de Lie e suas representacdes

Defino um grupo abstrato: tabela de multiplicaco.

N
ele p
p e

Uma possivel representacdo D : C' +— LE,
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Grupos de Lie e suas representacdes

Grupo de Lie: elementos indexados por uma colecdo o = (a1, g, ..., Qi)
de parametros continuos. Logo:

E a regra de composicao:

9(@)g(8) = 9(f(a, B)) = D(g9())D(g(8)) = D(9(f (e B)))

Para alguma funcdo f dos parametros.
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Grupos de Lie e suas representacdes
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Grupos de Lie e suas representacdes

Na vizinhanca da identidade e = 0:

DO +do) =1+ i(da’) X, + > Z % )(da?)Y;; + O(da®)
i=1 i=1 j=1
Com
e .0D(a) ' . 82D(a)
Xi=—i Oat N P Yy = Oatad N
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Grupos de Lie e suas representacdes

Tomando e = 0 = ¢g(0), novamente na vizinhan¢a da identidade (ou seja,
para parametros infinitesimais) devemos ter:

fk(a”B)|a:ﬁ:() :ak+5k+22fk”al,8]+

i=0 j=0
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Grupos de Lie e suas representacdes

Assim, substituindo de volta (e adotando a convencdo de Einstein para a
notacdo):

D(a)D(B) = (1 +iatX; + %aioﬂ'yﬁ) (1 +if'X; + %/BiﬂjYzj)

D(f(e,8)) = 1+ia'+ 8 + fipas’] X;
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Grupos de Lie e suas representacdes

Dessa comparacdo entre a a expanséo infinitesimal dos operadores e da
regra de composicdo segue uma condicdo n3o trivial:

Yy = —if% Xa — XiX;

Com:

(X, X;] = X X; — X; X
o = _faij + faji

ij
Especificar essa 4lgebra é suficiente para calcular qualquer D(a) conectado
a identidade por um caminho continuo!
O que concluimos, entdo?
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Pois bem, o que queremos fazer, exatamente? Afinal, a priori ndo temos
acesso ao grupo de Poincaré abstrato.
Representac3o 'horizontal’: R* — #H

[A¥, + a"] VF — [D(?)]|T
Nossos parametros: D(A,a);
Regra de composicdo*: D(A’,a')D(A,a) = D(AN'A,Na + d');

Mudanca de referencial é uma simetria = Operadores sdo unitarios:
D(A,a) =U(A,a).
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Depois de obter a regra de composicdo para o0 nosso grupo, queremos
achar a sua algebra. Seguiremos o mesmo raciocinio de antes. Noto que:

m det(A) = +1

m A9 >1
Separo a parte conectada a identidade (6",) por uma mudanca continua
de parametros:

det(A)=+1 e A% >1

Obs: é necessario verificar que essas condicdes definem um subgrupo
dentro do grupo de Poincaré (Grupo de Poincaré préprio ortocrono)

Arthur Xavier (IFUSP) '~ Unificacdo, Simetrias e Grupos |12 de setembro de 2023



O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

O que seria uma expans3o infinitesimal dos parametros nessa
'representacdo horizontal'?

(A, a) = (0 +w,e€)

Exijo que § + w seja uma transformac3o de Lorentz — w
antissimétrico.

pv
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Como fizemos antes para chegar na algebra do grupo? Precisamos
confrontar a expans&o infinitesimal (que carrega os geradores) com a regra
de composicdo (que carrega a constante de estrutura).

Expansao infinitesimal:

1
Ud+w,e) =1+ inm/‘]/w — i€, P* + O(w?, €2)

U(6 + w, €) unitdrio = P* e J"” hermitianos.

Como w é antissimétrico, tomamos J** como antissimétrico também.
Em particular, estamos interessados em saber como esses geradores se
transformam por Lorentz.

Arthur Xavier (IFUSP) '~ Unificacdo, Simetrias e Grupos |12 de setembro de 2023



O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Calculo:

U(A, a)U(8 +w,e)U(A,a)” =
U(A(6 +w)A™, A((6 + w)(—A7a) + €) +a)

= U(A,a)U(0+w,e)UA",—A7a) = U(AwA™, —AwA ™ a + Ae)

Onde usamos que U~ (A,a) = U(A~, —A"a) (segue da definicdo de A) e
a prépria regra de composicao.

Note que essa expressdo tem exatamente a comparacao entre os geradores
e as constantes de estruturas que queremos.
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Expandindo todas as expressées até ordem 2 nos parametros infinitesimais
e comparando os termos:

U(A,a)P*U~ (A, a) = A FP”

U(A,a)J*"U™ (A, a) = AN [T — a® PP + o’ P?)

Ou seja, para uma transformacdo de Lorentz homogénea, P* e J*” sdo
um vetor e um tensor, respectivamente.
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Os resultados anteriores nos dizem como os nossos geradores se
transformam por Lorentz em geral. Podemos, entretanto, nos perguntar
como eles se transformam na vizinhanca da identidade:

U(A,a) - U(6 + w,e).

Fazendo isso, desprezando os termos quadraticos nos parametros
infinitesimais e usando a antissimetria de w, chegamos na algebra do

grupo:
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

[P“’PP]:O

Q[JHY | JPT) = T JPR — e PV — e JVT | P TR

i[P*, JP7) = no PP — P P7

Que é a algebra do grupo de Poincaré.
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Lembrando do fato de que os geradores precisam ser operadores
hermitianos, fazemos uma associacdo entre as componentes dos tensores e
alguns operadores relevantes em mecanica quantica:

(P°, P!, P2, P3) = (H,P) e (J®,J3,J2 =L

A partir daqui é possivel recuperar uma série de resultados de Mecanica
Quantica (Impressionante!).
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Exemplo: Considere uma translacdo (que é uma transformac3o de Loretz)
U(d,a). Podemos 'fatiar’ essa transformacdo gracas a regra de
composicao:

U(s,a) = U(a) = U(a/N)N

No limite N — oo, notamos que U(a/N) é uma transformacido
infinitesimal a
U(a/N)=1- z‘N"P“

, € entao:
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Em particular, se a = (¢,0,0,0), onde t € R é uma variavel, entdo segue
que:

LoU(®)
ot

= POU(t)

Que é essencialmente a equacgdo de Schrodinger (basta aplicar um ket W
dos dois lados).
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O grupo de Poincaré num espaco de Hilbert

Sequéncia natural:

estados de uma particula enquanto representacoes irredutiveis do
grupo de Poincaré

UA,a)¥ =7

O universo das tranformacGes tem pedacos fechados, e algumas
representacdes conseguem detectar isso.

Mas muitas perguntas permanecem sem respostas (por enquanto)...little
group? CPT symmetry?? Bdsons e Férmions? Vetores e spinores?
Projective representations?
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