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1.1 Espacos vetoriais, algebras, espagos normados

A seguir revisaremos algumas nogoes basicas de dlgebra linear e anélise. Observe
que s6 serao considerados espagos vetoriais complexos.

Definicao 1 (espacgos vetoriais) A tripla (V,+,-) € chamada “espago veto-
rial” (sobre C) se V é um conjunto ndo vazio, e + : V. xV — V (soma)
e-: CxV =V (multiplicagio por escalar) sio operagdes com as seguintes
propriedades:

(i) (V,+) é um grupo abeliano:

(a) Para todo vi,vy €V, vy + vy = vy + v1.
(b) Para todo v1,ve,v3 €V, (v14v3)+vs = v1+ (v2+v3) =: v1 +va+vs.

(c) Eziste um elemento tinico 0 € V, chamado “elemento neutro” de V,
tal que, para todov € V, 0 +v =v.

(d) Para todo v € V, existe um elemento unico —v € V', chamado “ele-
mento inverso” de v, tal que v+ (—v) = 0.

(i) A multiplicagio por escalar (a,v) — a-v € V, a € C, v € V, tem as
sequintes propriedades:
(a) Associatividade: - (- v) = (Ba) - v para todo o, € C, v € V.
(b) 1-v=w para todo v € V, onde 1 € C € a unidade de C.

(¢) Distributividade em relagao a soma em (V,+): Para todo vi,v2 € V
etodoaeC, a-(v1+v2) = v +a-vs.

(d) Distributividade em relagdo a soma em (C,+): Para todov € V e
todo a, 5 €C, (a+8)-v=a-v+-v.

Dizemos que V' CV, V' # 0, é um “subespaco” do espaco vetorial (V,+,-)
se, para todo vi,vh € V' e todo o € C,

vi+vha eV e a-vpeV.



Note que o corpo C dos complexos é um espago vetorial (sobre C). Outros
exemplo de espacos vetoriais sao:

(i) CN, N € N, com as operacoes

(21,--y2N) + (21, .-, 2N) = (z1+ 21, 28 +2N)

a-(z1,...,2y) = (az1,...,0zN) .

(ii) O conjunto Maty;« n das matrizes complexas M x N, M, N € N, com as

operacoes
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(ili) Fungoes periddicas R — C com periodo T' > 0 com as operacoes
[f+49l() = fO) +9(t) e [a-fI{t) = alf?)) -

(iv) Se V é um espago vetorial, entdo {0} C V é subespaco. Este ultimo é
chamado “subespago trivial” de V.

Definicao 2 (independéncia linear, bases) Seja V' um espago vetorial. Dize-
mos que v € V € “combinacao linear” dos vetores vy,...,vny € V se existem
constantes v, ...,ayn € C tais que

V=1V + -+ an - UN -

Para toda familia de vetores Q C V' denotamos por lin(2) C V' o conjunto de
todas as combinagoes lineares de vetores de Q). Note que lin(Q) € o menor sube-
spago de V' que contém todos os vetores de ). Dizemos que Q2 C V € uma familia
de vetores “linearmente independentes” se, para todo v € Q, v ¢ lin(Q\{v}) (ou
seja, v ndo € combinacdo linear de outros vetores de ). A familia de vetores
B CV é chamada “base” do espago vetorial V' se seus elementos forem linear-
mente independentes e lin(B) = V.

E sabido que todo espaco vetorial possui uma base. Além disso, duas bases
B, By C 'V de um mesmo espaco vetorial V tém sempre a mesma cardinalidade
(ou seja, 0 mesmo numero de elementos). Tal propriedade nos permite introduzir
a nocao de dimensao de um espago vetorial:



Defini¢ao 3 (dimensao) Seja V um espago vetorial com V # {0}. Dizemos
que V tem dimensdo infinita se este possui uma base com infinitos elementos.
Notagao: dim(V) = oo. V tem dimensio N € N se toda base deste espaco tem
exatamente N elementos. Notagdo: dim(V) = N. Se V = {0}, entdo definimos
dim(V) := 0.

E f4cil mostrar que CV, N € N, é um espaco vetorial de dimensiao N e que
dim(Matpy«n) =M x N, M, N € N. O espago, no exemplo acima, das fung¢oes
periédicas R — C com periodo 7' > 0 tem dimensao infinita.

Definicao 4 (aplicagGes lineares) Sejam V e W espagos vetoriais. Dizemos
que a funcao © : V. — W € “linear” se, para todo vi,v2 € V e todo a € C,

O(v1 +v2) =0(v1) +O(v2) e O(a-v1)=a-6(vy) .

Denotaremos o conjunto de todas as fungées lineares V.— W por L(V;W). Se
V =W utilizaremos a notagao L(V) = L(V;V).

Seja ) um conjunto qualquer nao vazio e W um espago vetorial. O con-
junto F(2; W) das fungdes Q@ — W possui naturalmente a estrutura de espago
vetorial:

(i) Para todo f1, fo € F(Q; W) definimos f, + fo € F(Q W) por:
[f1+ fo] (z) := fu(z) + fa(2) -
(ii) Para todo f € F(; W) e a € C, definimos « - f € F(Q; W) por:
o fl(2) := - f(z) .

(iii) Se V é um segundo espago vetorial, entao L£(V; W) é subespago do espago
vetorial F(V;W). Em particular, o conjunto das fungoes lineares V. — W
é um espago vetorial.

Exercicio 5 Sejam V e W espacos vetoriais nao triviais. Mostre que
dim(L(V;W)) = dim(V) x dim(W).

Definigao 6 (dlgebras) A quadrupla (A,+,-,0) € uma “dlgebra” (sobre C) se
(A, +,-) € um espago vetorial (sobre C) e a operagdo bindria o : A x A — A
(produto em A) tem as sequintes propriedades:

(i) Distributividade em relagdo a soma em (A, +): Para todo Ay, As, Az € A,
AlO(A2+A3) = Aj0A5+A10A5 e (A1 +A2)OA3 = Aj0A3+As0A;5 .

(i) A multiplicagio por escalares comuta com o produto de A: Para todo
A, Ay € A e todo a € C,

a'(AloAQ):(Oé'Al)OAQZAlO(Oé'AQ).



Dizemos que a dlgebra A é “comutativa” se, para todo Ay, As € A,
AjoAy=As0A; .
Se, para todo Ay, Ay, Az € A,
(A1 0A3)o A3 = A1 0(Ay0A3) =t Ay o Ay o A3,

a dlgebra A é chamada “associativa”. O elemento 1 € A é chamado “unidade”
desta dlgebra se, para todo A € A,

loA=A0cl1l=A.
Neste caso dizemos que A € uma “dlgebra com unidade”.

Note que se a algebra A possui unidade, entao esta é necessarimente tnica.
Seja Q # 0 um conjunto qualquer. O espago vetorial F(€;C) possui natu-
ralmente uma estrutura de élgebra: Para todo f1, fa € F(;C) definimos o
produto fi o fo € F(;C) por

[f1 0 fo] (%) == fa(z) fa(w) .

Com este produto, F(; C) é uma algebra associativa, comutativa e com unidade.
Um segundo exemplo importante de dlgebra é o espago £(V') das fungoes lin-
eares V. — V, V um espago vetorial: Para todo 01,02 € L(V) definimos o
produto ©1 0 ©2 € L(V) por

[@1 o @2] (’U) = @1(@2(’0)) .

O espago vetorial Matyxy, N € N, munido com o produto habitual de
matrizes é uma algebra associativa com unidade. Para N > 2 esta dlgebra nao
é comutativa. Observe que se a dimensdo de V' ¢é finita, dim(V) = N € N,
utilisando-se a representacao matricial de fungoes lineares, podemos identificar
L(V) com a édlgebra de matrizes N x N.

Definicao 7 (espacgos normados) Seja (V,+,:) um espaco vetorial. Dizemos
que a funcdo ||-|| : V — RY := [0,00) € uma “semi-norma” em V, se esta possui
as sequintes propriedades:

(i) Homogeneidade de grau 1 com relagdo a multiplicagdo por escalar: Para
todov €V e todo o € C, |- v| = |a] ||v].

(i) Subaditividade (desigualdade triangular): Para todo vi,ve € V, ||v1 + va|| <
[or]] + [lvz-
Dizemos que a semi-norma ||| em V é uma “norma” em V se esta for nio

degenerada, isto é:

(iii) para todov € V, |[v]| =0 € R} se e somente sev=0¢€ V.



Neste caso (V,+,-, ||||) € um “espago normado”.

O exemplo mais simples de espago normado préprio corpo dos complexos C
com a norma dada pelo valor absoluto:

Izl =1z, zeC.

Para todo N € N, defina a “norma euclidiana” |-||, em CV:

Gy 2wy = VI 4+ [2n
(CN|Ill,), N € N, é um espago normado, o “espago euclidiano de dimensao
N??
A seguir discutimos uma generalizacdo dos espagos euclidianos para o caso
da dimenséo infinita:

Definicao 8 (espagos %) Seja 2 um conjunto ndo vazio e defina (*(Q) C
F(;C) como sendo o subespaco das fungéoes f : Q — C tal que a soma dos
nimeros nao negativos {|f(w)|?}weq seja finita. Para todo f € (?(2) defina

Iflly = [D 1 @) eRS .
weN

Observagiao 9 Mais adiante usaremos o espago £2(Z%) para estudar particulas
qudnticas em um cristal (cubico) de dimensio d € N.

Definigao 10 Sejam (V,+,-,||-|l,,) e (W, +,-,|-|ly) espagos normados. Para
todo © € L(V; W) defina a “norma de operador”

[Ollop :=" sup  [|©(v)]ly € [0,00] .
veV, ||lv]|,,=1

Seja o conjunto
B(V;W):={0 € L(V;W) : |©],, <oo}.

B(V;W) é chamado o espago dos “operadores limitados” de (V,+,-,|-|l,,) em
W+, - llw)- Se V=W utilizaremos a notagao B(V) = B(V; V).

Exercicio 11 Mostre que B(V; W) é um subespago do espago vetorial (L(V; W), 4+, )
e que |-|,, define uma norma em (B(V;W),+,-).

Note que se a dimensdo de V for finita, entao B(V; W) = L(V; W).
A seguir definiremos dois operadores limitados em ¢2(Z9), os quais serdo
utilizados posteriomente no estudo de particulas quanticas em cristais.

Definicao 12 (operador de energia potencial em (2(Z%)) Seja V uma funcdo
Z4 — R limitada, ou seja,

sup |[V(z)] < oo .

z€Z

A esta fungio associamos um operador linear em (2(Z%), também denotado por
V:
V(o)) :==V(z)p(z) .



Este operador é limitado:
Exercicio 13 Mostre que

||VH0p = Sup |V($)| N
Y/
Este operador descreve a energia potencial de uma particula quantica no
cristal de rede ctibica Z¢. O operador relacionado & energia cinética é o “Lapla-
ciano discreto” definido da seguinte forma:

Definicao 14 (Laplaciano discreto) O Laplaciano discreto Ay € B(¢2(Z4))
€ definido por:

d
:Z[go(xl,...,xn+1,...,xd)+go(as1,...,:17nf1,...,:17d)—2g0(171,...,x,1)] .

Operadores do tipo
1
H=-ZAs+Ve B(*(z4)

sao chamados “operadores de Schrodinger discretos” e descrevem uma particula
quantica que se move num cristal (de rede cibica) em d dimenséoes. Note que
estdo sendo usadas unidades nas quais h=1 e m =1 (massa da particula).

A equagao de Schrodinger correspondente,

P8 () = H(p(t) |

descreve a evolucao temportal de tal particula.

O objetivo dessas notas é de expor alguns resultados matematicos uteis para
a compreensao do comportamento das solugoes desta equacao diferencial or-
dindria em ¢2(Z9). De particular interesse é o estudo da existéncia de estados
ligados, os quais correspondem a solugoes que permanecem localizadas espacial-
mente, para tempos arbitrariamente grandes.

Definigao 15 (dlgebras normadas) Seja (A, +,-,0) uma dlgebra e ||-|| uma
norma em (A, +,-). Dizemos que (A, +,-,0,|-||) € uma “dlgebra normada” se
a norma ||| for submultiplicativa, isto €, se, para todo Ay, As € A,

| A1 0 Aol| < ||AL] [|A2] -

Exercicio 16 Mostre que B(V) € uma dlgebra normada com respeito a norma
de operador ||| .-

A seguir discutiremos a nocao de convergéncia em espacos normados.

Definicao 17 (sequéncias de Cauchy e convergentes) Seja (V,+, -, ||||) um
espago normado e v, € V., n € N, uma sequéncia em V.



(i) Dizemos que v, € uma “sequéncia de Cauchy” se, para todo € > 0, existe
N €N, tal que, para todo m,n € N comm,n > N, tem-se ||v, — v < €.

(i) A sequéncia v, € V, n € N, € dita “convergente” em V se existev € V tal
que, para todo € > 0, existe N € N, tal que, para todon € N comn > N,
tem-se ||v — v, || < €. Neste caso dizemos que a sequéncia converge para
veV.

Note que, pela subaditividade da norma, toda sequéncia convergente em V'
é uma sequéncia de Cauchy. Se uma sequéncia de Cauchy v,, n € N, converge
num espago normado (V, +, -, ||-||) entao o elemento v € V para qual ela converge
é Unico. Este elemento é chamado o limite da sequéncia v, e é denotado por
lim,, —s oo Un, -

Definicao 18 (espacgos e dlgebras de Banach) Dizemos que um espago nor-
mado (V,+,-,||"||) € um “espaco de Banach” se este for “completo”, isto é, se
toda sequéncia de Cauchy neste espaco for convergente. Uma dlgebra normada
(A, +, -, 0,]l) € dita ser uma “dlgebra de Banach” se esta for associativa e
(A, +, - |I]l) um espago de Banach.

E sabido que todo espaco normado é dimensao finita é automaticamente
completo. Em particular, os espagos euclidianos (CV, ||-||,)), N € N, sao espagos
de Banach. Observe, porém, que nem todo espaco normado de dimensao infinita
é completo. Portanto existem espacos normados que nao sao de Banach. Os
espagos euclidianos (£2(€2),-||,) sdo sempre completos, mesmo os de dimensao
infinita.

Exercicio 19 (i) Seja V. um espago normado e W um espago de Banach.
Mostre que B(V;W) é um espa¢o de Banach com respeito a norma de
operador ||.H0p

(ii) Seja V- um espaco de Banach. Mostre que B(V') é uma dlgebra de Banach
com respeito a norma de operador |||,

1.2 Espacos de Hilbert

Definicao 20 (produto escalar) Seja V' € um espago vetorial (sobre C). Dize-
mos que (-,-) : V. x V — C € um “semi-produto escalar” em V se:

(i) (v,0) >

(ii) (v1,v2) = (va,v1) para todo v1,va €V,

(i1i) (vi,ava) = a(v1,vs) para todo vi,v3 € V, e todo a € C,
(

() (v1,v2 + v3) = (v1,v2) + (v1,v3) .

Um semi-produto escalar € um produto escalar se este for “nao degenerado”,
isto é, se (v,v) =0 se e somente se v = 0.



Note que as propriedades (ii)—(iv) implicam:
(v) {awi,ve) = @ (v1,v2) para todo v1,v2 € V, e todo a € C,
(Vi) <1}1 + UQ,’U3> = <U1,U3> + <112, U3> .

Definicao 21 (norma associada a um produto escalar) Seja V' um espago
vetorial (sobre C) e (-,-) : VXV — C um semi-produto escalar. Para todov € V

defina
o]l = l1oll;...y = Vv, 0) -
Teorema 22 (desigualdade de Cauchy-Schwarz) Para todo vi,v3 € V,
[(vr, v2) < loally llvalli.,y
Demonstra¢do: Sejam v1,ve € V arbitrarios. Para todo o € R temos
0 < (01 + - vg,v1 + @ va) = [|va|l{ ) + 20 Re{{vr, v2)} + o [}, -
Se [lva](. ., = 0, entdo, tomando-se v — £00 na desigualdade acima,
+ Re{(v1,v2)} > 0.

Isso implica que Re{(v1,v2)} = 0. Seja agora |[v1]. ., > 0. Pela propriedade
de positividade acima, o polindémio de segundo grau real z — H1)2||?> x? +
2Re{(vy,v2)}x + Hvl||?> tem no méximo uma raiz real. Logo,

4 (Re{{vr,v0))? — 4fluil? el <0

Portanto,
Re{(v,v2)} < [loall. .y w2l

para todo vy, v € V. Para v1,v2 € V escolha ¢ € C, tal que |[¢] =1 e
(v1, cvg) = ¢ (v1,v2) = [(v1,v2)| -

Pela desigualdade acimas:

[(v,v2)] = |[Refe(vi,v2)}
[Re{ (v, cvg) }
||Ul||(.,.> HCU2||<.,.> < Hvl||<.,.> ||U2||<.,.> ‘

IN

O
Uma consequéncia direta da desigualdade de Cauchy-Schwarz é o fato de
||||< y Ser uma semi-norma em V':

Teorema 23 A fungdo ||| : V = R, v = ]|, ,, define uma semi-norma em
V. Se (-,-) é um produto escalar, entao, ||-|| € uma norma em V.



Demonstra¢ao: Exercicio.

Observe que nem toda semi-norma em V provém de um produto escalar. De
fato, toda semi-norma da forma [|-|| . ., necessariamente verifica a identidade do
paralelogramo:

Lema 24 (identidade do paralelogramo) Seja V' um espago vetorial com-
plexo e, {-,-) : VXV — R um semi-produto escalar. Entdo, para todo vi,ve € V,

2 2 2 2
on+wallfy + llor = vallf .y =2 (lenl}y + leal.)

Demonstracao: Exercicio.

E f4cil encontrar exemplos de semi-normas que nao possuem a propriedade
acima. De fato, toda norma em V que verifique a identidade do paralelogramo
provém necessariamente de um produto escalar. Este é tinico e pode ser recon-
struido a partir da norma:

Teorema 25 (Jordan e von Neumann) Seja V' um espago vetorial sobre C

e ||'|| wma norma em V. Se esta verifica a identidade do paralelogramo, entao,
existe um produto escalar unico (-,-) : V x V' — C tal que ||| = |[|,. ,. Neste
caso,

1 . . . .
(v1,v9) = Z(Hvl g’ = Jlur — v2|® + i flvr — dva||? — i [|or + i)
para todo vy,vy € V.

As expressoes acima do produto escalar em fungao da norma é conhecida
como “identidade da polarizagao”.

Definicao 26 (espacos de Hilbert) Seja V' um espago vetorial (sobre C) e
(,) : V xV — C um produto escalar. Dizemos que (V,(-,-)) é um “espago de
Hilbert” se (V, |||, .y) for um espago de Banach. SeV ndo for necessariamente
completo com relagao a norma |||y, entdo, (V,(-,-)) € chamado de “espago
pré-Hilbert”.

Como, pela discussdo acima, o produto escalar (-,-) é completamente de-
terminado pela norma ||-[|. , associda a este, espagos de Hilbert sdo um caso
especial de espagos normados: Os espagos pré-Hilbert sdo exatamente os espacos
normados, cuja norma verifica a identidade do paralelogramo e os espagos de
Hilbert sao os espagos de Banach com esta propriedade.

E fécil mostrar que a norma euclidiana ||- |, dos espagos CV e £2(2) verificam
a identidade do paralelogramo. Usando a identidade da polarizagao acima,
obtemos o produto escalar associado a esta:

(15 y2N), (2], -, 2N)) = Z121 + -+ ZN2N

para (z1,...,2N), (2],...,2) € CV e



(f,9) = flw)gw)

para f,g € (*().

Um outro exemplo importante de espaco é Hilbert, sao os espagos de “fungoes
de quadrado integravel”. Devido ao estudo de particulas quanticas em cristais,
que relalizaremos mais adiante, consideramos aqui func¢ées de quadrado in-
tegrével nas “zonas de Brillouin” correspondentes. Seja By := [—, 7T]d, d €N,
(cubo de lado 27 em d dimensdes). By é chamado “zona de Brillouin associada
a rede ctibica Z?”. Denotaremos por L?(Bg) o espacos das fungoes % : By — C
com

[ 1erdts <o
By

Definimos em L?(By) a norma

5=/ | [Bwea .

By

O espago normado (L%*(By), ||-|l,) é um espaco de Hilbert. O produto escalar
deste é dado por:

(2.9) = [ Bwvwaty.

d

Definigao 27 Sejam (Hi, ||-||(1)) e (Ha, ||~H(2)) dois espagos de Hilbert. Dize-
mos que U € B(Hq;Ha) é uma “transformacao unitdria” se esta for uma isome-
tria bijetiva, ou seja, se U : H1 — Ha for uma bijecdo e

2 1
1U@)[* = [

para todo v € Hy. Dizemos que os espacos de Hilbert sao “unitariamente equiv-
alentes” se existe uma trasformagdao unitdria Hi — Hs.

Note que se U : H; — Ho é uma transformagao unitéaria, entao, também
U™':Hy — Hy oé Devido a identidade da polarizacdo, transformacoes
unitdrias preservam o produto escalar (“preservam angulos”):

Lema 28 Sejam (Hi, H-||(1)) e (’HQ,H~||(2)) dois espagos de Hilbert e <~,~>(1),
(- ->(2) os respectivos produtos escalares. Seja U : H1 — Ho uma trasformacgdo
unitdria. Entdo, para todo vi,ve € Hi,

(U0, U@))” = (01, 0)"
Os espacos de Hilbert L?(By) e ¢?(Z%) sdo unitariamente equivalentes. Uma

tranformacao unitdria unitaria entre esses dois espacos é dada pela transformada
de Fourier:

10



Teorema 29 (Plancherel) FExiste uma tranformagao unitdria inica F : L?(Bg) —
%(Z%) para a qual
F@N s, vma) = g [ Blp)e it tramay
Y 2m)? /g,

E atil, de um ponto de vista fisico, transformar o Laplaciano discreto Ay,
que é um operador em ¢?(Z%), em um operador em L?(By) por intermédio da
transformagao unitaria F:

Lema 30

d
F AGF@))(prs - - pa) = (Z 2(cos(pn) — 1)) 8(p1;---5pa) -

Observe que

2(cos(pn) — 1) =~ —pj,

para pequenos p,. Portanto, préximo a pi,...,pq = 0 tem-se:
[FAFH@)(pr,- - pa) = =01 + - +03)8(p1, -, pa) -

Este comportamento, entre outros, motiva a identificacao de —%Ad com 0 op-
erator de energia cinética.

Ao contrério do caso de espacos normados gerais, a nocao de ortogonalidade
pode ser introduzida de modo natural em espacos de Hilbert. Esta tem, como
veremos, muitas consequéncias importantes:

Definicao 31 Seja (H,(-,-)) um espago de Hilbert real ou complexo e sejam
v1,v2 € H. Dizemos que “vy € ortogonal a vy” (notagdo: v Lvs) se (v1,vq) = 0.
Sejam Q1,Qs C H subconjuntos nao vazios. Dizemos que estes sao ortogonais

se (v1,v2) = 0 para todo vi € Qy e todo va € Q. Para todo subconjunto Q@ C H
nao vazio, defina

Qt :={v €H : v Lv para todov € Q} CH .

O conjunto %, o maior subconjunto de H ortogonal a Q, é chamado “comple-
mento ortogonal de 27

Lema 32 Seja (H,||||) um espago de Hilbert real ou complezo.
(i) [Teorema de Pitdgoras] Para todo vy,v2 € H, v1Lvs,
o + va* = [loa||* + floa*.

(ii) Para todo Q C H ndo vazio, Q+ é um subespago completo de H.

(i4i) Para todo Q C H ndo vazio, Q C (Q1)L.

11



Demonstra¢ao: Exercicio.

Defini¢dao 33 (somas diretas em espagos de Hilbert) Seja (H, ||-]|) um espaco
de Hilbert e sejam V1, ...,V C H subespacos. Dizemos que H é a “soma di-
reta” destes subespagos (notagio H =Vy P - - Ba Vi) se:

(i) Para todoi,j=1,...,N comi#j, V;1V},
(ii) para todo v € H existem vetores v1 € Vi,...,uvn € Vi tnicos, tais que

v=v1+---+UN .

Observe que somas diretas em espagos vetoriais H arbitrdrios (ndo neces-
sariamente espacos de Hilbert) sdo definidas pela propriedade (ii) da definigdo
acima. Neste caso a notagao utilizada é H = V; @ --- ® V. Faremos uso da
notagdo @9 para fazer referéncia & propriedade (i), ou seja, & ortogonalidade
mutua dos subespagos Vi,..., V.

O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade da decomposigao ortog-
onal de vetores em espacos de Hilbert:

Teorema 34 (teorema da decomposicao ortogonal) Seja (H, ||-||) um espago
de Hilbert e seja V. C H um subespaco completo. Entdo, H =V @y V=*.

O teorema acima tem inumeras consequéncias importantes. Uma primeira
consequéncia imediata, mas nao menos importante, é a existéncia dos chamados
projetores ortogonais para todo subespaco completo de um espaco de Hilbert
(H, ||-]): Seja V' C H um tal subespaco e para todo v € H seja v = vy + v] a
decomposicao de v, cuja existéncia e unicidade é assegurada pelo teorema, com
vo €V ey € V. E facil ver que a condicao

Py (v) = v

define de modo tnico uma fungdo linear Py € L(H). Esta fungdo tem as
seguintes propriedades:

Lema 35 Para todo subespaco fechado V C H:
(i) Py € um projetor, isto €, Py o Py = Py.
(i) Py € B(H) com ||Py|,, < 1.
(iii) ||[Pv|l,, =0 se e somente se V = {0}. |[Pv||,, =1, caso contrdrio.

Demonstra¢ao: Exercicio.

Mais adiante veremos que, para todo projetor P € B(H) autoadjunto, o
espago imagem P(H) C H é um subespaco fechado e P = Pp(y). Portanto,
pela discussao acima, existe uma relagdo biunivoca entre os projetores auto-
adjuntos de B(H) e os subespagos fechados do espago de Hilbert H.
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Uma segunda consequéncia importante do teorema da decomposicao ortog-
onal é o teorema de representacao de Riesz-Fréchet, o qual demonstraremos a
seguir. Seja (H, ||||) um espago de Hilbert sobre C e v € H um vetor qualquer.
Defina a funcao ¢, : H — C, ¢, (v") := (v,v"). Devido a defini¢do do produto
escalar, ¢, ¢ linear. Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

oo ()] < ol V']

para todo v" € H. Logo, [l¢,ll,, < [[v]| < oo e, portanto, ¢, € B(H;C).
Mostraremos a seguir que todo elemento de B(H;C) (ou seja, todo funcional

linear continuo H — C) é desta forma:

Teorema 36 (teorema de representagao de Riesz-Fréchet) Seja (#, ||-||)
um espago de Hilbert. Para todo ¢ € B(H;C) existe um v, € H tnico, tal que
© =, . Para todo ¢ € B(H;C), |l¢l,, = llvell. Para todo ¢,¢" € B(H;C) e
todo o € C,

Vot =Vp +Vyp € Vgp = QU -

Pelo teorema acima os espagos H e B(H;C) podem ser identificados de
maneira canonica, se H for um espaco de Hilbert. Tal identificagdo é isométrica
e antilinear.

A seguir introduziremos a nogdo de (operadores) adjuntos de operadores
limitados em espagos de Hilbert. Seja, entdo, H um espaco de Hilbert e A €
B(H). Note que, devido a desigualdade de Cauchy—Schwarz, para todo w € H,
a fungao

v = (w, A(v))

define um funcional linear continuo ¢4, : H — C. Pelo teorema de Riesz-
Fréchet, existem vetores tinicos v4,,, € H com

<w7 A(’U)> = <UA,w7 U>

para todo v, w € H e todo A € B(H). Usando a unicidade de va,,, € H, segue
imediatamente que a funcao A* : H — H, w +— va, ¢ linear. O operador
A* € L(H) é chamado o “adjunto” de A € B(H). Por construcao:

(w, A(v)) = (A" (w),v) e (A(w),v) = (w, A(v))

para todo v,w € H e todo A € B(H). O operador adjunto possui as seguintes
propriedades:

Teorema 37 Para todo A,B € B(H):
(i) A* € BH) com [|A%],, = 1Al e 4% o All,, = 4], -
(ii) (Ao B)* = B*o A* .
(iii) (A+ B)* = A* + B* e (aA)* = @A* para todo o € C.
(iv) (A*)* = A.

13



Lema 38 Seja ™ um espaco de Hilbert e U € B(H) uma transformagdo unitdria.
Entdo, U1 =U*.

Demonstracao: Para todo v,w € ‘H temos
(v,w) =(U(v),U(w)) = (v,U"U(w)).

Logo,
(v, =U"U)(w))

para todo v,w € H. Potanto, U*U = 1. Como U : H — H é funcao bijetiva,
concluimos que U~ = U*. O

Definicao 39 (operadores autoadjuntos) Seja H um espaco de Hilbert. Dize-
mos que A € B(H) “autoadjunto” se A = A*.

Dois exemplos importantes de operadores autoadjuntos no espago de Hilbert
(?(Z%) sao os operadores V e A, definidos acima, associados, respectivamente,
as energias potencial e cinética de uma particula quantica num cristal de rede
cubica.

A nogao de projetores ortogonais introduzida acima é equivalente & nogao
de projetores auto-adjuntos:

Teorema 40 Seja H um espaco de Hilbert e V. C H um subespaco fechado.
Entdo, Py = Pj;. Se P € B(H) € um projetor (ou seja, Po P = P) auto-
adjunto, entao, P(H) C H € um subespago completo e P € o projetor ortogonal
associado a este subespaco.

A seguir definiremos uma familia de projetores ortogonais em ¢2(Z9), a qual
serd usada para introduzir a nogao de estado ligado de particulas quanticas em
cristais (de rede ctibica Z%):

Definigao 41 Para todo R > 0 defina o operador Pr € B((*(Z%)) por:
[Pr()](x) = ¢(x) se |z| < R e [Pr(p)](x) =0 sendo.

E fdcil ver que esses operadores sao projetores autoadjntos. Portanto sao pro-

jetores ortogonass.

1.3 Dinamica quantica

Seja H um espago de Hilbert e H € B(#H) autoadjunto. A este operator (Hamil-
toniano) associamos a equagdo de Schrodinger

{ ido(t) H(p(t))
©(0) %o

O vetor ¢, € H representa o estado inicial do sistema. @(t) € H representa
o estado no tempo ¢t € R. E sabido que, para todo estado inicial ¢, € H, a
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equagdo diferencial ordinaria acima possui solucdo ¢(t), t € R, a qual é tnica.
Esta solugao tem a propridade de conservagdo da norma: ||o(t)| = |l¢ll para
todo t € R.

A seguir introduzimos a nogao de estados ligados no caso especial de particulas
quénticas na rede cristalina Z¢, o qual corresponde ao espaco de Hilbert ¢2(Z?).

Definigao 42 (estados ligados em (?(Z9)) Seja H € B({*(Z%)) autoadjunto
e defina o subespago

Hiig = {cpo : lim Sup”gp() PR(SD(t))Hg 0} '

R—00 ¢>
Os elementos de Hig.n C (2(Z%) sdo chamdos “estados ligados de H”.

Observe que, escolhendo-se um estado inicial normalisado (ou seja, [|¢glly =
1), a quantidade |[o(t)](z)]? é interpretada como sendo a probabilidade de se
encontrar uma particula em z € Z% no tempo t. A norma quadrada

lo(t) — Prle(t)l3

representa entao a probabilidade de se encontrar a particula, no tempo t € R,
em um ponto x € Z? da rede cristalina com |z| > R. Portanto, se ¢, € ¢*(Z%),
lleolly = 1, € estado ligado no sentido da definicao acima, a particula correspon-
dente permanecera com probabilidade tao préxima de 1 quanto se queira em
uma regido finita do cristal, durante todo o tempo. Observe que Hy;g i C > (7%
pode ser trivial, ou seja H;;g,m = {0}. Neste caso a particula, em qualquer es-
tado em que se encontre, nao permanecera por tempo indeterminado no interior
de regioes finitas da rede cristalina.

B possivel caracterisar de modo andlogo o complemento ortogonal de Hy;g, i

Teorema 43 ¢, € (2(Z%) é elemento de (Hig.m)= C (*(Z9) se e somente se,
para todo R > 0,

hm —/HPR ||2dt—0

Deste modo, particulas em estados ortogonais aos estados ligados tém a pro-
priedade de, em média temporal ao longo de grandes tempos, nao permanecerem
em nenhuma regiao finita. Também ¢é sabido que Hiyg,z que é um subespago
completo e, portanto,

C(Z) = Hiig.rr B2 (Hiig) ™

Assim sendo, todo estado inicial ¢, € £2(Z%) de uma particula quantica em Z¢
pode ser unicamente decomposto em uma componente que pemanecerd local-
isada no espago por tempo indefinido (componente ligada) e uma segunda que
se dispersara mais e mais no espago a medida evolui no tempo.
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2 Espectro de Elementos de uma Algebra

Dizemos que o elemento A de uma algebra A com unidade é “inversivel” se
existe A~! € A tal que

AocA ' =A"ToA=1.
Tal A~! € A é chamado “elemento inverso” de A € A.

Definicao 44 (espectro e resolvente) Seja A uma dlgebra com unidade. O
“congunto resolvente” p(A) = p4(A) C C de A em A € o conjunto de todo
A € C, tal que (A1 — A) € inversivel. O conjunto o(A) = o 4(A) :=C\py(A) é
chamado “espectro de A em A7 .

E sabido que se A é uma agebra de Banach com unidade, entdo, para todo
A € A, o conjunto resolvente p(A) é um aberto de C e o espectro o(A) C C é
fechado e limitado. Logo, como o espectro o(A) C C de um elemento A de uma
algebra de Banach A é sempre limitado podemos definir o “raio espectral” de

Aem A:
r(A) =ra(A) :=sup{|A| : A€o4(4)} <.

O seguinte resultado relaciona o raio espectral de um elemento A € A com
a norma das poténcias deste:

Teorema 45 (raio espectral em dgebras de Banach) Seja A uma dgebra
de Banach com unidade. Entdo:

r(A) = inf |A"|'/"
neN
— lim A" < |4,
n—oo
As §lgebras B(#H) de operadores limitados em espagos de Hilbert possuem
propriedades suplementares que permitem uma melhor caracterisagao do espec-

tro de seus elemento. A seguir discutiremos as propriedades mais relevantes
assim como suas implicagoes para o espectro.

2.1 O espectro de elementos de algebras C*

Definigao 46 (dlgebra estrela) Seja (A, +,-) uma dgebra (sobre C). Dize-
mos que a opera¢ao A — A, A— A* € uma “involugdo” da dgebra A se:

(i) VA€ A: (A*)* = A;
(ii) VA,B € A: (Ao B)* = B* o A*;
(iii) YA, B € A, Vo, B € C: (aA+ BB)* = aA* + 3B*.

Algebms com involugdo sao chamadas “dlgebras estrela”. O elemento A da
agebra estrela A € dito “normal” se A*A = AA*. O elemento normal A € A é
dito “auto-adjunto” se A = A*. Se A possui unidade e AA* = A*A =1, entdo,
dizemos que A é um “unitdrio” de A.
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Note que se a agebra estrela 4 possui unidade 1 € A entao esta é necessari-
mente um elemento autoadjuto da dgebra. A seguir sempre suporemos, mesmo
sem mensao explicita, que A possui unidade.

Definigao 47 (dlgebras estrela normadas) Seja A uma dgebra estrela e ||-||
uma norma em A.

(i) Dizemos que (A, | -]|) € uma dgebra estrela normada se esta é uma dgebra
normada e ||A|| = ||A*|| para todo A € A.

(ii) Dizemos que a dlgebra estrela normada (A, | -||) € uma dgebra estrela de
Banach se esta for uma dgebra de Banach.

(i1i) A dgebra estrela de Banach (A, || - ||) € dita ser uma dlgebra C* se
IA” 0 Al = [ A|I?
para todo A € A.

O espago (B(H), || - llop) dos operadores lineares limitados H — H com a
norma de operador é um exemplo importante de agebra C* com unidade.

Teorema 48 (espectro em agebras C*) Seja A uma dgebra C*. Se A é
autoadjunto, ou seja A = A*, entdo, o raio espectral de A é mdximo: r(A) =
lA]l. Além disso o(A) € puramente real.

2.2 Espectro de Operadores Limitados Autoadjuntos em
Espacos de Hilbert

Seja ‘H um espago de Hilbert. Como discutido acima, o espago B(H) dos op-
eratores limitiados em H define uma algebra C*. Portanto, seu elementos au-
toadjuntos tém espectros que sao subconjuntos fechados e limitados de R. E
conveniente, também do ponto de vista da Mecanica Quantica, definir alguns
diferentes tipos de pontos espectrais e subespagos de H a eles relacionados.
Em particular, estabeleceremos uma relagao entre a nocao de estados ligados,
definida anteriormente, e o tipo espectral correspondente aos autovalores dos
operadores:

Definicao 49 (espectro puro ponto) Seja A € B(H). Dizemos que z € C
é “autovalor” de A se existe ¢ € H, |l¢|| = 1, tal que A(p) = zp (de modo
equivalente: A(p) —zp = 0). Neste caso ¢ é chamado autovetor (normalizado)
de A associado ao autovalor z. Denotaremos o conjunto dos autovalores de A
por o,p(A). O conjunto o,,(A) C C é chamado “espectro puro ponto” de A.
Dizemos z € opp(A) tem degenerecéncia de ordem N € NU {oo} se o espago

formado pelos autovetores de A associados a z tem dimensdo N.
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Observe que se z € 0,,(A) entdo (21 — A) ndo possui inversa e, portanto,
z € 0(A). Sendo assim, op,(A) C 0(A). Sabemos que se H tem dimensao finita,
ou seja, B(H) é uma &lgebra de matrizes, entdo op,(A) = o(A). Porém, em
espagos de Hilbert de dimensao infinita, em geral, nem todo ponto espectral de
A é um autovalor. De fato, se H= ¢?(Z%), os autovalores de A estio diretamente
relacionados com os estados ligado definidos acima. Como consequéncia disso,
a existéncia de estado nao ligados indica a presenga de outros tipos de pontos
espectrais no espectro de A. A relagao entre autovetores (e, portanto, espectro
puro ponto) e estados ligados em ¢2(Z%) ¢é estabelecida pelo seguinte teorema:

Teorema 50 (RAGE) Seja H € B((*(Z%)) autoadjunto. Entdo Hygpu € o
menor subespago completo de (*(Z%) que contém todos os autovetores de H.

O teorema acima tem a importante consequéncia de converter o problema
da existéncia de estados ligados em um problema de existéncia de espectro puro
ponto. Portanto, é 1til estudar de modo mais preciso propriedade gerais deste
tipo espectral.

Dizemos que z € 0(A) é um ponto espectral isolado de A € B(H) se existe
e > 0 tal que, para todo 2’ € 0(4), 2’ # z, |2 — z| > . Mesmo em dimenséo
infinita pontos isolados do espectro de um operador autoadjunto sao sempre
autovalores:

Teorema 51 (pontos espectrais isolados) Seja z € o(A) um ponto espec-
tral isolado de A = A*. Entdo z € opp(A).

A consideracao acima conduz a introducao da seguinte categoria de autoval-
ores:

Definicao 52 (espectro discreto e essencial) Dizemos que z € o,,(A) €
autovalor “discreto” de A € B(H) se este possui degenerecéncia finita e € um
ponto espectral isolado. o4(A) C opp(A) denota o conjunto dos autovalores
discreto de A e 0es5(A) := o(A)\oa(A) seu complemento. c4(A) C o(A) e
Oess(A) C o(A) sdo chamados espectro discreto e essencial de A, respectiva-
mente.

A seguir caracterizaremos a totalidade do espectro através da nocao de “au-
tovalores generalizados”.

Definicao 53 (autovalores generalizados) Seja A € B(H). Dizemos que
z € C € “autovalor generalizado” de A se existe uma sequencia de vetores p,, €
H, llenll =1, tal que

n—oo

Neste caso a sequéncia p,, € chamada sequéncia de autovetores aproximantes de
A associada ao autovalor generalizado z.
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Note que se z € C é autovalor (comum) de A, entdo também é autovalor
generalizado no sentido acima. Para ver isso considere a sequéncia constante
@, = ¢, onde é um autovetor associado ao autovalor z. Nao é dificil mostrar que
todo autovalor generalizado é um ponto espectral do operador considerado. Um
fato til na andlise do espectro de operadores é que a conversa desta afirmacao
também é verdadeira:

Teorema 54 Seja A € B(H). z € 0(A) se e somente se for autovalor general-
izado de A.

Assim como o espectro puro ponto estéd associado a sequéncias constantes de
autovetores, é também possivel associar o espectro essencial a um tipo particular
de sequéncias de autovalores aproximantes:

Definigao 55 (sequéncias de Weyl) Sequéncias ¢,, € H, |lp,|l = 1, com
wnLe,, para todo n # m, serdo chamadas aqui “sequéncias de Weyl”.

Teorema 56 Seja A € B(H). z € 0.55(A) se e somente se existe uma sequéncia
de Weyl ¢, € H tal que
n—oo
Uma consequéncia direta, porém muito til, dos resultados discutidos acima,

é que os espectros puro ponto, essencial e discreto sao invariantes com relagao
a transformagoes unitarias:

Teorema 57 Sejam Hi,Hso dois espacos de Hilbert e U : Ho — H1 uma trans-
formagao unitdria. Seja A € B(H1). Entdo

U(A) = U(U_l © A o U)a Upp(A) == Upp(U_l ) A o U),
0g(A) = 0q(U 1t oAolU), 0ess(A)=0ess(U o AoU).

Usando o teorema acima e a transformacdo unitaria F : L?(Bg) — (2(Z%)
(dada pela transformada de Fourier) assim como o Lema 30 podemos determi-
nar o espectro, o espectro essencial e o discreto do Laplaciano discreto Ay €

B(¢2(Z4)):
Exercicio 58 Mostre que

Oess(Aa) = 0(Ag) = [-2d,0] .
Em particular oq(Aq) = 0.

Para operadores mais complicados do que Ay é geralmente muito dificil de-
terminar o espectro através do estudo de sequéncias de autovetores aproximantes
explicitas. Neste caso se faz uso de alguma teoria, adequada ao opertador em
questao, de perturbagao do espectro. A seguir apresentamos uma destas teo-
rias, a qual é 1til no estudo do espectro de Operadores de Schrédinger discretos
H = —%Ad + V.
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2.3 Estabilidade do Espectro Essencial

Definicao 59 (operadores de posto finito e compactos) Seja H um espaco
de Hilbert. Dizemos que o operador A € B(H) é de “posto finito” se o subespago

{A(p) : p€H} CH

(espago imagem de A) tem dimensdo finita. Dizemos que K € B(H) € um
“operador compacto” se existe uma sequéncia A, € B(H) de operadores de
posto finito, tal que

nhﬁn;o |IK — An||0p =0.

Ou seja, se, no sentido da norma de operador, K estd arbitrariamente proximo
de um operador de posto finito.

Um exemplo importante de operadores compactos em B(¢*(Z%)) sio os op-
eradores de energia potencial associados a potencias que decaem no infinito:

Exercicio 60 Seja V uma funcio Z¢ — R tal que V(z) — 0 para |z| — oo.
Mostre que o operador correspondente V € B(¢?(Z%)) é compacto.

Perturbagoes que correspondem a operadores compactos tém a propriedade
de nao alterarem o espectro essencial:

Teorema 61 Seja H um espaco de Hilbert A € B(H) um operador qualquer e
K € B(H) um operador compacto. Entdo tem-se:

Oess(A+ K) = 0ess(A) .

O teorema acima nos permite determinar facilmente o espectro essencial de
operadores de Schrodinger discretos:

Teorema 62 Seja V uma funcio Z¢ — R tal que V(z) — 0 para |x| — oo.
Entao
Tng+v) = Iaa) = 10,4
Oess 9 d = Oess 2 d)] — Y .

A seguir utilizaremos o resultado acima para provar a existéncia de estados
ligados para operadores de Schrodinger discretos. Note que como o Laplaciano
discreto Ay é um operador autoadjunto e o(Ay) = [—2d, 0], pelo Teorema 48,
temos ||Aql[,, = 2d. Suponha que

sup [V(x)| > 2d .
z€Zd

Entéao [|V[,, > 2d . Seja o operador de Schrodinger discreto

1
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Pela desigualdade triangular para a norma de operador, temos:

1 1
2d < ||V||OP = HH + iAd S HHHop + 5 ||Ad||op = ||H||op + d °

op

Logo,
[Hllop > d

e, como H é autoadjunto, pelo Teorema 48, seu raio espctral é superior a d.
Suponha que V(z) — 0 quando |z| — co. Neste caso, como discutido acima,

Uess(H) = [07d] .

Como o raio espectral de H é superior ao raio do espectro essencial oess(H)
(que é exatamente d), isso implica que existem pontos espectrais discretos em
o(H). Como H é autoadjunto, tais pontos sao autovalores de H. Portanto, pelo
Teorema RAGE, temos:

Teorema 63 Suponha que V(z) — 0 quando |x| — 0o e sup,cza [V(z)| > 2d.
Entao o espago Hyig. i de estados logados de H € nao trivial.

Note que no teorema acima nao foi necessario supor que o potencial seja
atrativo (ou seja, V < 0). Para que o operador de Schrédinger discreto possua
estados ligados basta que o potencial V seja forte o suficiente, mesmo que este
seja repulsivo (ou seja, V > 0).

Na préxima secao discutiremos o principio de “Birman-Schwinger”, o qual
permite um estudo mais acurado do espectro discreto de operadores de Schrodinger
discretos. Em particular veremos que hé uma grande diferenca de comporta-
mendos entre os casos de dimensao inferior a trés e maior ou igual a trés.
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3 Espectro Discreto de Operadores de Schrodinger
Discretos — Principio de Birman-Schwinger

Teorema 64 (Birman-Schwinger) Seja V > 0 um potencial tal que V(x) —
0 quando |x| — oo e seja os operadores de Schrodinger discretos H_ (caso
atrativo) e Hy (caso repulsivo) definidos por

(i) s < 0 pertence ao espectro discreto de H_ se e somente se 1 é um autovalor
do operador de Birman

—1
B_(s) :=V'?0 (;Ads) oY/

(i) s > d pertence ao espectro discreto de H_ se e somente se 1 é um autovalor
do operador de Birman

—1
Bi(s) :=V%0 (er ;Ad> o V2 .

Note que todo s < 0 e todo s > d pertence ao conjunto resolvente de —%Ad.
Portanto os operadores

1 -1 1 \!
<—2Ad—s> , §<0, e <5+2Ad> , s§>d,

existem e sao limitados.

Defina a fungao g : Z¢ — R por §p(0) := 1 e o(z) := 0 para = # 0. Para
dar um exemplo simples, porém importante, do uso do teorema de Birman—
Schwinger, considereremos o caso repulsivo com V = Ajg, A > 0, em toda di-
mensao d € N. Note que neste caso V1/2 = v/Ady. Com isso, 1 é valor préprio
de B1(s), s > d, se e somente se

B (s)(d0) = do -

Observe que a funcdo §p é um elemento de ¢?(Z%). Usando-se a tranformada
de Fourier na equagao acima, temos que 1 é valor préprio de B4 (s), s > d, se e
somente se

A 1
)= Gy /B s+ (cos(pr) = 1) + -+ (cos(pa) — 1)

(1]

dpy---dpa=1.

Note agora que Z é uma fungao continua e decrescente no intervalo (d, o), tal
que
lim Z(s) =0.

§—00
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Portanto, pelo principio de Birman—Schwinger, o operador de Schrodinger dis-
creto

1
H = —§Ad + )\60
possui espectro discreto (e, portanto, estados ligados repulsivos) se
E(s)>1 paraums>d.

Com o critério acima para a existéncia de espectro discreto, o seguinte exercicio
mostra que hd uma grande diferenga de comportamento entre operadores de
Schrédinger em dimensao até 2 e superior a 2:

Exercicio 65 (i) Mostre que se A > 0 ed = 1,2 (dimensdo da rede cristalina),
entdo lim, 4 Z(s) = oo .

(i1) Mostre que se d > 2 o limite lim, 4 Z(s) =: E(0) € finito.
Com as observagoes acima concluimos:

Teorema 66 Seja, para X\ > 0,
1
—58a+ Mo € B(6*(2Y) .

(i) Sed=1,2, entdo, para todo A > 0, o espaco de estados ligados Hyig i C
02(Z%) € ndo trivial.

(#ii) Se d > 3, entao, para todo X\ > Ao, onde

1 1
A0 = ((27r)d /B s+ (cos(pr) — 1) + - + (cos(pa) — 1)

-1
dndps) >0,

0 espago de estados ligados Hyig. i C (*(Z4) é ndo trivial.
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