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Sistemas: atomos, moléculas e solidos: estados eletrOnicos estacionarios e conservacao da energia

Equacao de Schrodinger eletronica independente do tempo: ELP = FE¥
interagOes nucleo-nucleo, elétron-nucleo e elétron-elétron

1926 — Erwin Schrodinger
« formulou as bases da mecéanica quantica (equacao de Schrodinger)

X | © possibilitou grandes avangos na area de fisica
‘ * ferramentas matematicas sdo instrumentos ndo muito eficientes para resolver as equagdes (s6 atomo de H)

Erwin Schrodinger
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Sistemas: atomos, moléculas e solidos: estados eletrOnicos estacionarios e conservacao da energia

Equacao de Schrodinger eletronica independente do tempo: IzLP = FE¥

interagdes nucleo-nucleo, eléfron-ncleo e elétron-elétron

Desprezar o movimento dos nucleos: rotacdes (molécula) e vibragdes = aproximacao adiabatica

1927 — Max Born e Robert Oppenheimer

* introduziram a aproximacdo adiabdtica

ferramenta tedrica basica na area molecular e de fisica e quimica de estado sélido
separa 0s movimentos eletrdnico e nuclear (simplificacdo para as interacdes elétron- |
nucleo)

ndo ha mistura de diferentes estados estaciondrios eletrénicos devido a interacdo com

os nucleos (maioria dos sistemas)

escala temporal: o movimento nuclear é geralmente muito mais lento do que o dos

Max Born elétrons (massa do préton ~ 1836 massa do elétron) e, classicamente, pode-se dizer [Robert Oppenheime

gue a velocidade do elétron € muito maior do que a do préton.
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Aproximacdo adiabdtica

Para entendermos as bases da aproximacao adiabatica, vamos estimar a magnitude das energias envolvidas em um

sistema molecular simples, onde o espectro eletrénico é discreto. Em uma molécula existem, essencialmente, trés tipos
de movimento: eletronico, vibracional e rotacional.

Sejaa = 1 A a distancia interatdmica, m a massa do elétron e M a massa do nucleo.

Utilizando o principio da incerteza AxAp ~ A e assumindo que Ax = a, temos que (Ap)? =~ h?/a*. Com isso, podemos
estimar as energias envolvidas nos trés tipos de movimento da molécula:

Energia eletronica &,:

p° (&p)*  A°
2m 2m 2ma?

Energia cinética = E,=

LucyV.C.Assalti
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Aproximacdo adiabdtica

Para entendermos as bases da aproximacao adiabatica, vamos estimar a magnitude das energias envolvidas em um

sistema molecular simples, onde o espectro eletrénico é discreto. Em uma molécula existem, essencialmente, trés tipos
de movimento: eletronico, vibracional e rotacional.

Sejaa = 1 A a distancia interatdmica, m a massa do elétron e M a massa do nucleo.

Utilizando o principio da incerteza AxAp ~ A e assumindo que Ax = a, temos que (Ap)? =~ h?/a*. Com isso, podemos
estimar as energias envolvidas nos trés tipos de movimento da molécula:

Energia vibracional &,:

Na aproximagao harmoénica: &, = hw = w?

1
MHS de amplitude a (causa a dissociacdo da molécula) = energia cinética vibracional = —Mw?a?

1 h? h 1
Ligacao quimica = compartilhamento de elétrons = EMa)za2 N E, R = w = < >

2ma? a’

VMm

1 h?2 m\1/2
szhwz\/m 0 = SVZ(M) Ee
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Aproximacdo adiabdtica

Para entendermos as bases da aproximacao adiabatica, vamos estimar a magnitude das energias envolvidas em um

sistema molecular simples, onde o espectro eletrénico é discreto. Em uma molécula existem, essencialmente, trés tipos
de movimento: eletronico, vibracional e rotacional.

Sejaa = 1 A a distancia interatdmica, m a massa do elétron e M a massa do nucleo.

Utilizando o principio da incerteza AxAp ~ A e assumindo que Ax = a, temos que (Ap)? =~ h?/a*. Com isso, podemos

estimar as energias envolvidas nos trés tipos de movimento da molécula:

Energia rotacional &,

12 (Ap)2a? 72

Energia cinética rotacional = E. ~

~

21~ Ma? Ma?
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Aproximag¢do adiabdtica

Energia eletronica &,: = [E.x —

p?  (Ap)? h* 1 (h?
2m~ 2m  2ma? m \ a?

.

Energia rotacional &,

1/4
~ n . M
Relagéio entre as trés escalas de energia tomando A = (E) ;

Eo =N E,xNE =|E,DEDE| = SeM=10"m= €&, ~10% &, ~10* €,
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Aproximacdo adiabdtica
)

Espectroscopia eletrénica:
fotons na regiao do visivel/lUV = A~30 nm |

—25
DA, M AT~ T X108 )~ 356V

. . . )
Espectroscopia vibracional: 2x10725

. . - = AE ~——~1%x1077Jx=1x107%eV
fotons na regido do infravermelho = A~200 pm | M 2x1078

. . )
Espectroscopia rotacional: 2x10725

= A&, ——— ~2x1073 )~ 1x 107" eV

, ‘o . g
fotons na regiao de micro-ondas = A~1 cm )

Podemos dizer, de maneira figurada, que a aproximacdo adiabdtica significa que a nuvem eletronica acompanha
instantaneamente o movimento vibracional e rotacional dos nucleos, sem se deformar.

Em sistemas estendidos o espectro eletrénico € continuo e, em principio, 0 mesmo ocorre com 0s espectros
excitados. Para isolantes e semicondutores a menor energia de excitacao é a energia do gap, que cai na regiao de
poucos eV, como no caso das moléculas, e a aproximacao adiabatica pode ser utilizada. Para metais, as excitacdes
eletrénicas formam um continuo e, formalmente, AE, = 0 e, em principio, a aproximag¢ao adiabatica nao deveria ser
aplicavel. Vamos analisar esta situacao depois.
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Aproximacdo adiabdtica

Aproximacdo adiabdtica = ideia de que qualquer sistema atomico permanece em um mesmo estado quantico
guando uma agao externa varia suficientemente devagar.

Sistema de elétrons em uma molécula ou em um sdlido = a ag¢do externa é devida aos nucleos = o estado eletrénico
nao sera afetado se o movimento nuclear for lento comparado com o movimento eletrénico.

Elétrons podem ser considerados como seguindo instantaneamente os nucleos, permanecendo sempre no mesmo
estado do hamiltoniano eletronico = posicbes nucleares (distancias internucleares) podem ser olhadas como
par@metros adiabdticos variando lentamente. Desse modo, podemos tratar o movimento dos nucleos considerando-o
como uma perturbacao no sistema eletronico.

A solucao da equacao de Schrodinger na aproximacao adiabatica pode ser dividida em uma solucao representando o
movimento dos elétrons no campo dos nucleos fixos e uma solucdao representando o movimento dos nucleos no
potencial gerado pela presenga dos elétrons.
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Aproximacdo adiabdtica

Seja um sistema composto por N elétrons e p nucleos. Cada elétron tem massa m e sua posi¢ao é dada por 1;, enquanto
que os nucleos tém massa M, e sua posi¢ao € dada por R;.. O operador hamiltoniano H do sistema sera:

operador que descreve as
interagdes nucleo-nucleo

H=Tx+T.+V(@ry,R,) +V(Ry) —
operador energia Ci- / Sy l
nética dos nucleos /

operador que descreve as interagdes

operador energia ci- elétron-elétron e elétron-nticleo
nética dos elétrons

Na aproximag¢ao adiabatica, inicialmente, resolve-se a equa¢ao de autovalores para o hamiltoniano eletrénico H,, nao
perturbado, que nao contém os operadores energia cinética dos nucleos e que descreve as interagdes nucleo-nucleo:

~ . . h?
Hypn(ri, Ry) = |T, + V(ry, R |pn(ri, Ry) = [—%z 72+ V(, R |9 (ri, R = En(Ri)dn (i, Ry)

L»conjunto completo ortonormal

representa o estado eletrdnico quantico . e
parametro (posicao fixa dos

nucleos)

Em seguida resolve-se a equacao de autovalores para o hamiltoniano H por teoria de perturbacao de ordem zero:

[ﬁo +Tr + V(Rk)ll/)n(rirRk)] = [Ho +Tr + V(Rk)][z Cn (Rk)¢n(ri:Rk)]= Ez Cn (Ry) Py (1, Ry)

LucyV.C.Assalti
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Aproximag¢do adiabdtica

hZ

indica que é perturbacgéo
de ordem zero

V,%k + En(Ry) + V(Ry) + _[ Gm (i, Ry) Tr o (i, R )dr | C(Ry) = EC (Ry)

2 LMy
L kk

< - 7

estado eletronico ¢, (r;, Ry).

0 operador energia potencial adiabatica a que os nucleos estéo sujeitos é a energia
Em(Ry,) do sistema eletrdnico, corrigida pelo valor médio da energia cinética nuclear no (= Aproximagédo adiabatica

Aproximagéo de Born-Oppenheimer

h? 1
- 72 o1 Vi T EnRD VRO | CRORy) = ECRO(Ry)
k

a energia &,,,(R;,) do sistema eletrénico se comporta como
um operador energia potencial agindo sobre o0s nucleos.

—

despreza a corre¢éo dada pelo valor médio da energia
cinética nuclear no estado eletrénico ¢, (r;, Ry)

— equacoes que contém operadores que atuam somente nas coordenadas nucleares, podendo, cada uma, ser considerada uma

equacao do tipo Schrodinger para os nucleos.

LucyV.C.Assalti
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R 1
el )37 — Vg, + En(Ri) + V(Ry) + j br (i, Ry) Tr o (i, R )dr | C (Ry) = EC3 (Ry) | = Aproximacéo adiabatica
k

= TR = ) CURPn(rs, Ri)

[ z o Vg, + En(Ri) + VR | CRP(Ry) = ECRO(R,) | = Aproximagéo de Born-Oppenheimer
k
= Y (r, Ry) = Z CrO (R ) (1, Ry)

n

% Em geral, a fungdo de onda eletrbnica ¢,,(r;, Ry) varia lentamente com R, = valor médio da energia cinética nuclear é
desprezivel em comparagdo com &, (Ry), e as duas aproximagdes passam a ser sinGnimos.
s Aproximacdo adiabatica e/ou de Born-Oppenheiner = o sistema eletronico segue o movimento dos nucleos adiaba-

ticamente, no sentido que o sistema eletronico permanece no mesmo estado quantico quando a posicao dos nucleos sofre
uma variacao infinitamente lenta. No entanto, esta energia muda em correspondéncia com o movimento nuclear.

2
Em ambas aproximag¢des, a equagao que h 2 : 2O
—— Ve+V(r;, R r,R,)=&,(R ri, R
descreve o movimento eletrénico é: 2mla (i Ri) | $n (e Rie) = En(Ri)fn(T0, Rye)

LucyV.C.Assalti




}‘l} O Grupo da Equacao de Schrodinger: sistemas eletronicos ‘ | SS |-]

R 1
el )37 — Vg, + En(Ri) + V(Ry) + j br (i, Ry) Tr o (i, R )dr | C (Ry) = EC3 (Ry) | = Aproximacéo adiabatica
k

= TR = ) CURPn(rs, Ri)

[ z o Vg, + En(Ri) + VR | CRP(Ry) = ECRO(R,) | = Aproximagéo de Born-Oppenheimer
k
= Y (r, Ry) = Z CrO (R ) (1, Ry)

n

% Em geral, a fungdo de onda eletrbnica ¢,,(r;, Ry) varia lentamente com R, = valor médio da energia cinética nuclear é
desprezivel em comparagdo com &, (Ry), e as duas aproximagdes passam a ser sinGnimos.
s Aproximacdo adiabatica e/ou de Born-Oppenheiner = o sistema eletronico segue o movimento dos nucleos adiaba-

ticamente, no sentido que o sistema eletronico permanece no mesmo estado quantico quando a posicao dos nucleos sofre
uma variacao infinitamente lenta. No entanto, esta energia muda em correspondéncia com o movimento nuclear.

2
Em ambas aproximag¢des, a equagao que h 2 : 2O
’ —— Ve+V(r;, R r,R,) =&, (R r;, R
descreve o movimento eletrénico é: 2mla (i Ri) | $n (e Rie) = En(Ri)fn(T0, Rye)

= equacao do tipo Schrodinger, onde as coordenadas dos nucleos estdo envolvidas como parametros e a

funcdo de onda ¢,, (r;, R}, ) descreve o movimento dos elétrons para os nucleos fixos na posic¢ao global Ry,
LucyV.C.Assalti
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Operadores de transformacao

Seja um conjunto de transformacdes de coordenadas x para x': (R~ = RT = RY)

transformacdes reais e ortogonais

Seja um conjunto de operadores Py correspondentes a cada elemento R. Este conjunto de operadores atua em
funcoes e é isomorfico ao grupo de transformacdes de coordenadas. Devemos ter que

Prf(x) = f(R™'x)
N
modifica a forma funcional de modo a com-
pensar as transformacodes de coordenadas x.

Propriedade: PsPr = Psp

LucyV.C.Assalti
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Operadores de transformacao
Exemplo: R = Rotacdo de g em torno de x no sentido anti-horario = transformacao de coordenadas
= x'=x; y' =2z z'=-y
1
= matriz da transformac¢do = D(R) =10
10

= matriz da transformagédo inversa = D(R™1) =

transformacdo inversade r = x' = x;

= PR f(x,y,z) = PRf(r) :f(R_lr) :f(xl_zly)

. ~ ~ ~ T[ . ’7 .
Quando se aplica o operador P sobre funcoes, o mapa das funcdes sofre uma rotacao de — no sentido horario.
R 2

/ . . . g1 . . o
Isto é equivalente a manter o mapa fixo e rodar o eixo de - no sentido anti-horario

LucyV.C.Assalti
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Operadores de transformacao

Exemplo: R = Rotacao de € em torno do eixo perpendicular ao slide

Aplicar o operador Py sobre
funcdes: o mapa das funcoes
sofre uma rotacao de 8 em
um sentido (anti-horario)

LucyV.C.Assalti
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0>

Operadores de transformacao

Exemplo: R = Rotacao de € em torno do eixo perpendicular ao slide

Aplicar R™1 sobre as coordenadas: rodar o eixo
de 6 no sentido horario e manter o mapa fixo

LucyV.C.Assalti
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Operadores de transformacao

Exemplo: R = Rotacao de € em torno do eixo perpendicular ao slide

>
aplicar o operador Pp
sobre funcdes: o mapa
das funcgdes sofre uma
rotacdao de um angulo
6 em um sentido

equivale a manter
o mapa fixo e rodar
o0 eixo do mesmo
angulo 6, mas no
outro sentido

LucyV.C.Assalti
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Seja um grupo especial de operadores Pr que comutam com o operador hamiltoniano H:
|A,Pz| = APz — PgH = 0 operadores de transformagdes
’ t : une deixam H invariante

Qualquer grupo formado por operadores que comutam com o0
hamiltoniano é denominado grupo da equacéo de Schrddinger

Sejam:

. h? [ 02 K K
= o operador hamiltoniano de um sistema eletrénico em um campo central: H = —

2m | 0x? * dy? * 622] V()

= o operador de rotagdo de g emtornode x: Prf(x,y,z) = Prf(r) = f(R™Ir) = f(x,—z,y)

. 2 2 2 2
Entio PgA CI)(x,y,z)=PR{[— h (a " 49

it oyt az2> + V(r)] ®(x,y, z)} =

2m

este operador comuta com o hamiltoniano

_ 62 62 62
/ 2 —z)? 2 () — =
_6x2+a(—z)2+ay2]+"(¢x + (=2 +y >} (x,~2)

9% 0% 0%

0x 2 + ayZ + azzl + V(T‘)}Cb(x, —Z,Y) — ﬁPRQ(x,y, Z) — [I:I\, PR] =0

LucyV.C.Assalti



S:;l:i O Grupo da Equacdo de Schrodinger TNF

Equacao de Schrodinger independente do tempo = equacao de autovalores da forma:

Ao, =E, o,

Pré-multiplicando essa equagado por um operador Pgp, obtém-se

PrH®, = PRE,®, = se Py for um operador de simetria do grupo que comutacom H = H(Pr®,,) = E,,(Pr®,,)

Pr®,, sao autofungdes de H com o mesmo autovalor E,, que as autofungdes ®,,

- dada qualquer ®,,, autofuncdo de H, outras autofuncdes degeneradas a ela podem ser geradas pela aplicacdo de
todos os operadores de simetria que comutam com H, e sdo ditas autofuncdes normais. Quaisquer conjuntos de
autofuncoes degeneradas que nao podem ser obtidas dessa forma sao ditas acidentalmente degeneradas.

Exemplo: com uma das fun¢bes atdmicas p, outras duas, degeneradas a primeira, podem ser geradas mediante
aplicagao de rotagdes que comutam com H = a degenerescéncia dos orbitais atbmicos p € do tipo normal. A
degererescéncia dos orbitais 2s e 2p do atomo de hidrogénio é acidental.

LucyV.C.Assalti



S:;l:i O Grupo da Equacdo de Schrodinger TNF

Representacoes:

Sejam E,, os autovalores de H, com degenerescéncia £,, = escolhemos um conjunto £,, de autofun¢des ortonormais
correspondentes ao mesmo E,, que formam uma base em um espago vetorial de dimensdao ¥,, = subespago das
autofuncdes de H = invariante sob todas as opera¢des do grupo da equacao de Schrdodinger.

O efeito de cada operador de transformagao Pp, em qualquer fungao desse subespago, pode ser representado por uma
matriz, que pode ser, por sua vez, computada considerando-se o efeito do operador em cada uma das funcdes de base. As
matrizes I' sao definidas por

£,, autofung¢des degeneradas
com mesma energia E, da &™)
gla Ly da 9D,

matrizes que formam uma representagao ¥,,-di-
Propriedade: T(SR) = T'(S)I'(R) mensional do grupo da equacdo de Schrédinger

= 0 conjunto de ¥,, autofungdes Cl)f,n) degeneradas, correspondentes a energia E,,, forma uma base para uma repre-
sentacao irredutivel e unitaria ™ de dimensdo £, do grupo da equagao de Schrodinger.

— a escolha de um conjunto diferente de fungcdes de base, pela combinacao linear das funcdes de base do primeiro
conjunto, meramente produz uma representagao equivalente a primeira = exceto por uma transformacao de
semelhanca, existe uma representacao univoca do grupo da equacao de Schrodinger, correspondendo a cada
autovalor do hamiltoniano.
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Teoria de grupos e bons numeros qudnticos

= Um conjunto de autofuncdes sempre pode ser classificado univocamente de acordo com a representacao irredutivel a
qual pertence.

= A teoria de grupos fornece bons numeros quanticos para qualquer problema, na forma de rétulo de uma representacao.

= A degenerescéncia associada ao autovalor é simplesmente a dimensdo da representaco = encontrando a dimen-

sionalidade de todas as representacdes irredutiveis do grupo da equacao de Schrodinger, as degenerescéncias (nao
acidentais) possiveis de qualquer problema podem ser determinadas.

Exemplo: Vamos obter os autoestados de um elétron se movimentando no campo criado por quarto prétons dispostos na
estrutura geométrica da molécula de NH; = grupo de simetria (3, (ordem 6) = s6 sdo possiveis estados ndo degenerados

e duplamente degenerados. Degenerescéncias mais altas estdao automaticamente excluidas sé utilizando teoria de grupos.

Cg
<

Autofungbdes pertencentes a representagdo irredutivel A; = invariantes sob todas
as operacoes do grupo. E_2C3 3oy

Autofungdes pertencentes a representacdo A, = as fungdes de base da 11 1
representa¢do irredutivel A, s3o invariantes sob as operagdes E, C3, C5 e 1 I -1
trocam de sinal sob as trés reflexdes oy, 0 que pode ser observado da tabela de 2 —1 0
caracteres uma vez que para as representagdes unidimensionais y(R) = I'(R).
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Teoria de grupos e bons numeros qudnticos

Autofungdes pertencentes a representagdo E = as fung¢des duplamente degeneradas (¢, e ¢,) da representagao E
misturam-se entre si no subespaco invariante de dimensao 2. Utilizando a matriz 2 X 2 que representa a operagao (j:

—1/2 —\/§/2]

r'(C;) =

VB2 =12
tn

d)f,n) = Z CI),(C")F(")(R)KV, o resultado obtido pela aplicagao do operador P, nessas fungoes e

k=1

[f1 @]

—1/2 —\/§/2] [ V3

1
—¢2 b1~ 5 9;

V3/2  —1/2 2

se transforma como 1 V3

b —E 2T o+

se transforma como \/§

1
b =T, — i 5
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