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gs;lg: O Grupo da Equacio de Schrodinger VH

Gerador de funcoes de base para as representacoes irredutiveis

<p,(cj) = uma fung¢ao de base pertencente a k-ésima linha (ou coluna) da j-ésima representagao irredutivel
<p/.(l]) = outras fun¢des necessarias para completar a base dessa representacao irredutivel = sao chamadas parceiras

(partners) da funcao (p,(cj)

> Representacdo I'U) unidimensional = os segundos indices (k, 4, ....) sdo irrelevantes.

> Representacdo com dimensdo £; > 1 = os segundos indices (k,4,...) sdo necessdrios = distingdo entre as
diferentes possibilidades de escolha das funcdes de base.

Definicdo: O resultado de se operar com qualquer elemento R do grupo sobre (p,gj) pode ser expresso como uma com-

binacao linear de (p,(cj) e suas parceiras:

j
Prod) = 2 oI TD(R) .
A=1

/Grande Teorema da Ortogonalidade

¢; /
§ @ (R))l’K’PR(prgj) = § § (p/gl)r*(z) (R))l’rc’r(]) (R = L. 6ij61cx’(p)(l{)
R R A=1 J

Multiplicando por IT*((R) /., e somando sobre todos os elementos R:
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Gerador de funcoes de base para as representacoes irredutiveis

tj
F*(l)(R)AIKIPR ,gj) = (p)(L])F*(l)(R)AIK/FU)(R)M = ?5116,0(/(/)/(1{)
R A=1 J

definindo o operador

?)l(é)(pz('l) = (p)(L])é‘ijé‘K‘r

|

O resultado da aplicacao de IPA(,{) sobre uma funcao de

® & nul | S
base ¢;” € nulo, exceto quando ela pertencer a k-ésima

J % )]
N ER O (R)Pr = Py

linha da representacio irredutivel TU).

= Sei=jer=Kk = ?}}?(p,ﬁﬂ = (p/gj) = aplicar ?/1(,{) em (p,gj) resulta na obtencao de sua parceira (p)(lj).

l

receita para gerar todas as parceiras de uma dada fungéo de base

l

operador 73,1(;? é chamado operador transferéncia

= sel=k = PPoP =9 = ¢ éuma autofuncio de P com autovalor unitario.
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Gerador de funcoes de base para as representacoes irredutiveis

tj
F*(l)(R)AIK.IPR ,gj) = ¢§])F*(1)(R)/1,K/F(1)(R)M = ?5116,0(/(/)/(1{)
R A=1 J

definindo o operador

?)l(é)(pz('l) = (p)(L])é‘ijé‘Kr

|

O resultado da aplicacao de IPA(,{) sobre uma funcao de

® & nul | S
base ¢;” € nulo, exceto quando ela pertencer a k-ésima

J % )]
N ER O (R)Pr = Py

linha da representacio irredutivel TU).

= aplicar 3’/1(,{) em (p,gj) resulta na obtencao de sua parceira (p)(lj).

l

receita para gerar todas as parceiras de uma dada fungéo de base

l

é chamado operador transferéncia

= Sei=jert=kKk = ?)f,{)<p,£j)=<p/§j)

= sel=k = PPoP =9 = ¢ éuma autofuncio de P com autovalor unitario.
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Gerador de funcoes de base para as representacoes irredutiveis

tj
F*(l)(R)AIK.IPR ,gj) = ¢§])F*(1)(R)/1,K/F(1)(R)M = ?5116,0(/(/)/(1{)
R A=1 J

definindo o operador

?)l(é)(pz('l) = (p)(L])é‘ijé‘Kr

|

O resultado da aplicacao de IPA(,{) sobre uma funcao de

® & nul | S
base ¢;” € nulo, exceto quando ela pertencer a k-ésima

J % )]
N ER O (R)Pr = Py

linha da representacio irredutivel TU).

= Sei=jer=Kk = ?)f,{)<p,£j) = (p/gj) = aplicar 3’/1(,{) em (p,gj) resulta na obtencao de sua parceira (p)(lj).

l

receita para gerar todas as parceiras de uma dada fungéo de base

l

operador ?/1(,? é chamado operador transferéncia

= sei=k = (@PeY =) = ¢ ¢uma autofuncio de P com autovalor unitario.
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Gerador de funcoes de base para as representacoes irredutiveis

?K(,JC)%(CJ) = (p,gj) = (p,gj) é uma autofungao de ?K(,]C) com autovalor unitario = [?K(,i) = ?K(,i) (idempotente)

Essa propriedade serve para rotular qualquer fungdo de base
SDK(,]C.) = operador linear = qualquer combinac3o linear de fun¢des pertencentes a k-ésima linha de '), mas vindo de di-

ferentes escolhas de fung¢des de base, tal como (a (p,(cj) +b 1/),9)), também pertencera aquelas linha e representagao.

Teorema: Se um grupo de operadores Pgr possuir m representagdes irredutiveis rOr@ . 1™ com dimensdes ?;
(j = 1,...,m), entdo qualquer fungao ® do espago operado por Pg pode ser decomposta em uma soma da forma:

m {j
b = Z Z ,E]) funcdo de base pertencente a k-ésima
\il k=1 \/ linha da j-ésima RI (r)
entao

. . . A=k . .y . . .
Usando P00 = 008,80 == BL¢0 = ¢680 == Pl =9
!
Operador de projecdo = projeta a parte de qualquer fungdo ® que per-
tence a k-ésima linha de T') (j-ésima RI) do espaco dos operadores Py
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Gerador de funcoes de base para as representacoes irredutiveis

As equacoes

?A(;i)‘/’rgj) — <,0§]) e ?K(i)q) _ ¢(1)

K

fornecem uma receita para gerar um conjunto de funcdes de base para qualquer representacdo irredutivel.

=  Primeiramente, aplicando o operador de projecdo ?,c(,]c) sobre uma funcao arbitraria qualquer @,
podemos obter a componente qb,(cj), pertencente a k-ésima linha da j-ésima representacado irredutivel ro,
Normalizando-se ¢,§”, obtém-se uma fungao de base adequada <p,(cj).

— Dai para frente, aplicando o operador transferéncia ?)l(,{) em <p,(cj), para diferentes valores de 4, as
parceiras de cp,(c]) sdo geradas.
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O Grupo da Equacao de Schrodinger W\ H

Gerador de funcoes de base para as representacoes irredutiveis

Nas deducdes, até o momento, utilizamos a ideia de que temos conhecimento das matrizes completas que representam as
representacdes irredutiveis ou, no minimo, dos valores de todos os elementos diagonais FU)(R)KK delas. Entretanto, é
possivel obter um resultado semelhante, mas com menos detalhes, conhecendo-se somente os caracteres das
representacoes.

N .
Tomando A = Kk em IPA%) = E]z I'*®(R)Pr e somando sobre k, obtém-se um novo operador de projec3o:
R

. ; t; . . {; . . .
K R R

"_—/

fungdo qualquer que pode ser expressa como soma
de fungdes pertencentes somente a linhas dentro da
representagdo [')) e satisfaz PU () = ¢pU)

. operador de projegdo = projeta a parte de uma fun-
cdo arbitraria  que pertence a representagéo I'))

i i ; A=k esomandoem j e k ; ; , : ; ;
7’,{,?‘/’9 = ¢,g])5ij6m ’ z PP = z PN = z <P;E])5ij5m =
J Jjx
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Gerador de funcoes de base para as representacoes irredutiveis

As equacoes

Do = ¢ e PDpP) = U

fornecem uma receita para gerar um conjunto de fungbes de base para qualquer representagéo irredutivel.

=  Primeiramente, aplicando o operador de projecéo ?K(,]C) sobre uma fungdo arbitraria qualquer @,
podemos obter a componente c].'),(c]), pertencente a k-ésima linha da j-ésima representagao irredutivel ro,
Normalizando-se ¢,§”, obtém-se uma fungdo de base adequada (p,gj).

=  Dai para frente, aplicando o operador transferéncia 3’/1(,{) em (p,gj), para diferentes valores de A, as
parceiras de <p,9) sdo geradas.

Resultado semelhante, mas com menos detalhes, pode ser obtido conhecendo-se somente os caracteres das

representacdes, através do operador de projecdo PUd = ¢pU), que projeta a parte de uma fungéo arbitraria @ que pertence a
representacdo '),

P _ N P _ N i .
Py = #Z D (R) 0 Pr P = F]Z "D (R) 1, Pr PO = ﬁjz v D(R)Py
R R R
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USY;

Exemplo da utilizagéo do operador de projeg¢do: Vamos obter as fungdes que formam uma base para a representagao

irredutivel E do grupo Cs, a partir de uma fungdo genérica f(x,y,z) = xz + yz + z2.

Cav| E 2C; 3oy ”
A1 1 1 [E) =1o
A1 1 -1

El2 -1 o0 r(gv)z'(lj

Matrizes da representacao irredutivel bidimensional E:

_[-1/2
F(C3)_ -\/§/2
N |—1/2
l-‘(O-V)_ _—\/§/2

—/3/2]
~1/2]

—/3/2]

1/2 |

rcs) =

(o) =

1) Obter o resultado da aplicagcdao dessas operagdes de simetria nas coordenadas x,y, z:

[} ][]

—/3/2
—1/2

~1/2

ric;) = /2

I1-

—1/2

5% [ v SIE1-L)

[ —1/2 +/3/2]
—V3/2 —1/2]
—1/2  /3/2]
V3/2 1/2]

V3721 %1 _ 1[-x++V3y
“yl_i _@x_y]

etc...
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USY;

Exemplo da utilizagdo do operador de projecdo: Vamos obter as funcdes que formam uma base para a representacao
irredutivel E do grupo Cs, a partir de uma fungdo genérica f(x,y,z) = xz + yz + z2.

Matrizes da representacao irredutivel bidimensional E:
C3v| E 2C; 3oy _ _ i ] i ]
rey=|t © =172 =32 ~_|[—1/2 3/2
Ayl 1 1 1 ( 0 1 rCs) = rcs) =
L : : V3/2  —1/2] —3/2 —1/2]
Al 1 1 -1 ] ) ] ]
El2 -1 0 re,)=|+ Y ) =| ~1/2 —V3/2 rory = |~ 1/2 V3/2
0 —1] —/3/2  1/2 V3/2 1/2]
X y Z
E X y z
Cs %(—x —V3y) %(x/?x -y) | z
resultado_da apllcagao das operac¢des de L (—x +3y) 1 (—V3x—)| 2
simetria nas coordenadas x, y, z 2 2
Oy X -y Z
, 1 1
oy 3 (—x — \/§y) 2 (—\/§x + y) Z
oy %(—x +/3y) %(\/gx +y) | z
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: - 7 T2]  sabendoque: Pef(r) = fF(R7F) e que (Co)~'= €2 (C2)™ = C; (0,)™" = s
X y z
nN—=1 _ ~7I. =1 _ 11 .
Cs %(_x _ \[gy) %(\[gx __y) 7 (O-V) = Oy, (O-V) = o, , temos:
c? %(—x ++/3y) %(—x/?x —-y)| z

Pef(x,v,2) = f(x,y,2) = xz + yz + z*

ay x —y z
oy %(wx —/3y) %("\/gx +y)| z
oy’ % (—x +V3y) %(\/gx +y) | z

1 1
Pc3f(x,y,z) = f(Cg,Z(x,y,z)) = f(i(_x + \/§y),§(—\/§x —y),Z>

Pe,f(x,y,2) = —%[xz—\@yz+\/§xz+yz] +2z2 = —%[(1 +V3)xz + (1 —V3)yz] + z2
Peaf(x,y,2) = f (% (—x — ﬁy),%(\/gx -y), z) = —%[(1 —V3)xz + (1 + V3)yz| + 22
Py f(x,y,2) = f(x,—y,2) = xz — yz + z*

Puf(x,y,2)=f (% (—x — @y)% (—V3x + y),z) = —% [(1+V3)xz — (1 —V3)yz] + 22

Pof(ey,2) = f (% (—+ V)5 (V3x +), z) = 21~ VE)rz = (1 +V3)yz] + 2
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E X y z

Cs %(—x = \/§y) %(\/gx = y) Z
resultado da aplicacdo das ope- C2 %(—x +/3y) %(—ﬁx )| z
racdes de simetria nas coordenadas | )

Oy X -y z

xX,V,Z
oy %(—x —/3y) %(—\/gx +y)| z
o s(-x+V3y)| ;(V3x+y) | z

E Xz + yz + z*2

% (1+V3)xz + (1 —V3)yz| + 22
C2 —% (1 —V3)xz + (1 +V3)yz| + 22
oy Xz — yz + z*2
(1 +V3)xz— (1—+3)yz| + 22
(1 —V3)xz — (1 +V3)yz| + 22

resultado da aplicacao das ope-
racoes de simetria sobre a funcao —)
f(x,y,z) = xz +yz + z*
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A dimensdo da representacao é 2 e a ordem do grupo é 6. Vamos aplicar o operador de projecao 731(5) na fungdo f(x,y, z) para
encontrar as fungdes que formam uma base para a representacgao irredutivel E do grupo Cs:

C3; -— % [(1 +V3)xz+ (1- \/§)yz] + 22 h R
% xz—yz+ 22 o 1 T&=[m, ] @@= [——«/ﬁ/z ~1/2|
¢ _1 —(1— 2 3 i ]
il S ok Gk DV =B - T V32
oy —3[(1=V3)xz— (1+3)yz] + 22 0 - Bz 12 Va2
Pl(f)(xz + yz +z%) =

- %{(1)@2 +yz +22) + [— %‘ {—%[(1 +3)xz + (1 —V3)yz| + zz} + [— %‘ {—%[(1 —V3)xz + (1 +V3)yz| + zz}

O R R o (R e (R o R o B | B (R R CRR e }}

ol N

[B)xz+ (0)yz+ (0)z2] = iPl(f) (xz + yz + z?) = xz | = xz constitui uma base paraa Rl E
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E

xz+yz+z2

C

w

- % [(14V3)xz+ (1 —V3)yz] + 22

c? —%[(1 —V3)xz + (14 V3)yz] + 22

N .
PP = LN T OR) ey
R

USY;

O préximo passo € encontrar a outra funcdo de base para termos as duas fung¢des que formam uma base para a representagao
. , : o . . . . E ~
irredutivel E. Paraisso podemos seguir dois caminhos diferentes. 1. aplicamos o operador de projecao ?2(2) na fungao f(x,y,z)

Oy

xz—yz+z2

oy —%[(1 +V3)xz — (1 —3)yz] + 72

ol - % [(1—+V3)xz— (1 +V3)yz] + 22

_[r o —1/2 —V/3/2] [ 172 /3/2]
e =y "= el "D an e
[t 0] n_[-1/2 —V3/2] ~_|-1/2  V3/2]

['(ay) - _
b " e @l "7 ee
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O préximo passo € encontrar a outra funcdo de base para termos as duas fung¢des que formam uma base para a representagao
irredutivel E. Paraisso podemos seguir dois caminhos diferentes. 1. aplicamos o operador de projecao ?2(5) na fungao f(x,y,z)
ou 2. Usando a func¢ao de base obtida pela aplicacdo de ?ff , geramos a sua parceira

E xz + yz + z*
Cs _1[(1+@)xz+ (1—3)yz] + 22 mediante a aplicagdo do operador transferéncia ?Z(f) em xz. Vamos iniciar com o
5 i[( ) (14 v3)yz] + 22 primeiro caminho.
Cy —-[(1—=+v3)xz+(1++3)yz|+2z - - = =
cr3 ; Xz — 2 T(E) = [1 . r(cs) = |2 —V3/2 2y [ 12 V32

v yz+z 0 (C3) recs)

T - V32 EI7. V32
oy —5[(1+V3)xz—(1-V3)yz| +2 L o i 32 _ 7372

" F(O'v)=[ N B e I e VR E T

of —5l(1—v3)xz—(1++8)yz] +22 g v} V7 lvEe ol

iPZ(f)OCZ +yz + z?%) =

- %{(1)@2 +yz+2z%) + [— %] {—% [(1+V3)xz+ (1—+V3)yz] + ZZ} - [— %] {—% [(1-V3)xz+ (1+V3)yz] + ZZ}

b (=D (z—yz +22) + H {_% (14 V3)xz — (1 - V3)yz] + ZZ} + H {—% (1= V3)xz — (14 V3)yz] + 22}}

[(0)xz+ 3)yz+ (0)z2 ] = iPZ(f) (xz + yz + z?) = yz|=

Xz e yz constituem uma base para a
representacao irredutivel £

ol N
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N N E
aplicacdao do operador transferéncia fPl(z) em xz.

E

Xz + yz + z*

C; — % [(1+V3)xz+ (1 —+3)yz] + 22

c? - % [(1—V3)xz+ (1 +V3)yz| + 22

Seguindo o segundo caminho, vamos usar a funcdao de base obtida pela aplicacao de

(E)
Fra

: £ .
?A(;i) = #Z D (R) 1, Pr

xz —yz + z°

R
_ 1 —-1/2  [=V/3/2 —1/2  [V3/2
I'(E) — 2
[0 % il e "C=_5n 12
_[1 [ —1/2 [=V3/2 ~ |-172  |/3/2
I'(oy) = "N = -
[0 _I% dez —V3/2  1/2 Floy) V32 1/2 )

USY;

para gerar a sua parceira mediante a

ol N

Oy

oy - % [(1+V3)xz — (1 —3)yz] + z?

o) - % [(1 —V3)xz—(1+ \/§)yz] + z2
?1(2 )(xz) =

[(0)xz+ (3)yz+ (0)z2 ] =

?1(5 ) (xz) = yz

C3v|E 2C3 30,

A1 1 1|z x? + y?,z*
A1 1 -1 |R,

E|2 -1 0 |(x¥),(R.R))

= %{(O)(xz) — \/7?[— %] (x +V3y)z + \? !—%] (x —=V3y)z + (0)(xz) — ? [— %] (x +V3y)z+ ? [_ %] (x - ﬁy)z}

= xz e yz constituem uma base para a representacao irredutivel E

2 _ .2
(x—y ,xy), LucyV.C.Assati
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Outra maneira de obter as fungdes que formam uma base para a representagao irredutivel E do grupo C3y, a partir de uma
fungao genérica é utilizando somente os caracteres, em vez das matrizes, e os operadores

x? + y?, 72

E : xz +yz + z* PpU) :ﬁzx*(j)(R)PR
€ —3 [(1+V3)xz+ (1 —+3)yz] + 22 h =

c? - % [(1—V3)xz+ (1 +V3)yz| + 22 C3v|E  2C5 3o,

oy xz — yz + z* A1 1 1|z

oy —%[(1+xf§)xz—(1—\/§)yz]+zz A1 1-1 (R,

oy - % [(1=+v3)xz — (1 +V3)yz] + 22 E|2 -1 0 |(x

y)! (RxJRy) (xz —yz,xy), (XZ,yZ)

PE(xz + yz + z2) =

2
=z [B)xz+ B)yz+ (0)z* ] = PE (xz + yz +z%) =xz+yz

=

= % (2)(xz + yz +z%) + (—1) {—%[(1 +V3)xz+ (1 —V3)yz| + zz} + (1) {—% [(1-V3)xz+ (1+V3)yz] + zz}

+ (0)(xz — yz + z%) + (0) {—%[(1 +V3)xz — (1 —V3)yz| + zz} + (0) {—% [(1-V3)xz— (1+V3)yz] + zz}}

Elimina parte da funcdo que nao pertence ao
subespaco da representacao irredutivel E
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