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Gerador de funções de base para as representações irredutíveis

𝜑఑
(௝)

⟹ uma função de base pertencente à 𝜅-ésima linha (ou coluna) da 𝑗-ésima representação irredutível

𝜑ఒ
(௝)

⟹ outras funções necessárias para completar a base dessa representação irredutível ⟹ são chamadas parceiras

(partners) da função 𝜑఑
(௝)

Definição: O resultado de se operar com qualquer elemento 𝑅 do grupo sobre 𝜑఑
(௝) pode ser expresso como uma com-

binação linear de 𝜑఑
(௝) e suas parceiras:

𝑃ோ𝜑఑
(௝)

= ෍ 𝜑ఒ
(௝)

Γ(௝)(𝑅)ఒ఑

ℓೕ

ఒୀଵ

.

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

O Grupo da Equação de Schrödinger

 Representação Γ(௝) unidimensional ⟹ os segundos índices (𝜅, 𝜆, … .) são irrelevantes.
 Representação com dimensão ℓ௝ > 1 ⟹ os segundos índices (𝜅, 𝜆, … .) são necessários ⟹ distinção entre as

diferentes possibilidades de escolha das funções de base.

Multiplicando por Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲ e somando sobre todos os elementos 𝑅:

෍ Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲ𝑃ோ𝜑఑
(௝)

= ෍ ෍ 𝜑ఒ
(௝)

Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲΓ(௝)(𝑅)ఒ఑

ℓೕ

ఒୀଵோோ

=
ℎ

ℓ௝
𝛿௜௝𝛿఑఑ᇲ𝜑

ఒᇲ
(௝)

Grande Teorema da Ortogonalidade
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𝒫ఒ఑
(௝)

𝜑ఛ
(௜)

= 𝜑ఒ
(௝)

𝛿௜௝𝛿఑ఛ
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௝)(𝑅)ఒ఑𝑃ோ = 𝒫ఒ఑

(௝)

ோ

definindo o operador

෍ Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲ𝑃ோ𝜑఑
(௝)

= ෍ ෍ 𝜑ఒ
(௝)

Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲΓ(௝)(𝑅)ఒ఑

ℓೕ

ఒୀଵோோ

=
ℎ

ℓ௝
𝛿௜௝𝛿఑఑ᇲ𝜑

ఒᇲ
(௝)

O resultado da aplicação de 𝒫ఒ఑
(௝)

 sobre uma função de
base 𝜑ఛ

(௜) é nulo, exceto quando ela pertencer à 𝜅-ésima

linha da representação irredutível Γ(௝).

⟹   Se 𝑖 =  𝑗 e 𝜏 =  𝜅    ⟹    𝒫ఒ఑
௝

𝜑఑
௝

= 𝜑ఒ
௝

      ⟹ aplicar 𝒫ఒ఑
(௝) em 𝜑఑

௝ resulta na obtenção de sua parceira 𝜑ఒ
௝ .   

⟹   Se 𝜆 =  𝜅   ⟹    𝒫఑఑
௝

𝜑఑
௝

= 𝜑఑
௝

   ⟹     𝜑఑
௝ é uma autofunção de   𝒫఑఑

(௝) com autovalor unitário.

receita para gerar todas as parceiras de uma dada função de base 

operador   𝒫ఒ఑
(௝) é chamado operador transferência 
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𝒫ఒ఑
(௝)

𝜑ఛ
(௜)

= 𝜑ఒ
(௝)

𝛿௜௝𝛿఑ఛ
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௝)(𝑅)ఒ఑𝑃ோ = 𝒫ఒ఑

(௝)

ோ

definindo o operador

෍ Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲ𝑃ோ𝜑఑
(௝)

= ෍ ෍ 𝜑ఒ
(௝)

Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲΓ(௝)(𝑅)ఒ఑

ℓೕ

ఒୀଵோோ

=
ℎ

ℓ௝
𝛿௜௝𝛿఑఑ᇲ𝜑

ఒᇲ
(௝)

O resultado da aplicação de 𝒫ఒ఑
(௝)

 sobre uma função de
base 𝜑ఛ

(௜) é nulo, exceto quando ela pertencer à 𝜅-ésima

linha da representação irredutível Γ(௝).

⟹   Se 𝑖 =  𝑗 e 𝜏 =  𝜅    ⟹    𝒫ఒ఑
௝

𝜑఑
௝

= 𝜑ఒ
௝

      ⟹ aplicar 𝒫ఒ఑
(௝) em 𝜑఑

௝ resulta na obtenção de sua parceira 𝜑ఒ
௝ .   

⟹   Se 𝜆 =  𝜅   ⟹    𝒫఑఑
௝

𝜑఑
௝

= 𝜑఑
௝

   ⟹     𝜑఑
௝ é uma autofunção de   𝒫఑఑

(௝) com autovalor unitário.

receita para gerar todas as parceiras de uma dada função de base 

operador   𝒫ఒ఑
(௝) é chamado operador transferência 
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𝒫ఒ఑
(௝)

𝜑ఛ
(௜)

= 𝜑ఒ
(௝)

𝛿௜௝𝛿఑ఛ
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௝)(𝑅)ఒ఑𝑃ோ = 𝒫ఒ఑

(௝)

ோ

definindo o operador

෍ Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲ𝑃ோ𝜑఑
(௝)

= ෍ ෍ 𝜑ఒ
(௝)

Γ∗(௜)(𝑅)ఒᇲ఑ᇲΓ(௝)(𝑅)ఒ఑

ℓೕ

ఒୀଵோோ

=
ℎ

ℓ௝
𝛿௜௝𝛿఑఑ᇲ𝜑

ఒᇲ
(௝)

O resultado da aplicação de 𝒫ఒ఑
(௝)

 sobre uma função de
base 𝜑ఛ

(௜) é nulo, exceto quando ela pertencer à 𝜅-ésima

linha da representação irredutível Γ(௝).

⟹   Se 𝑖 =  𝑗 e 𝜏 =  𝜅    ⟹    𝒫ఒ఑
௝

𝜑఑
௝

= 𝜑ఒ
௝

      ⟹ aplicar 𝒫ఒ఑
(௝) em 𝜑఑

௝ resulta na obtenção de sua parceira 𝜑ఒ
௝ .   

⟹   Se 𝜆 =  𝜅   ⟹    𝒫఑఑
௝

𝜑఑
௝

= 𝜑఑
௝

   ⟹     𝜑఑
௝ é uma autofunção de   𝒫఑఑

(௝) com autovalor unitário.

receita para gerar todas as parceiras de uma dada função de base 

operador   𝒫ఒ఑
(௝) é chamado operador transferência 



𝒫఑఑
௝

𝜑఑
௝

= 𝜑఑
௝

   ⟹     𝜑఑
௝ é  uma autofunção de  𝒫఑఑

(௝) com autovalor unitário ⟹   𝒫఑఑
௝ ଶ

= 𝒫఑఑
௝ (idempotente)

Essa propriedade serve para rotular qualquer função de base

𝒫఑఑
௝

 ⟹ operador linear ⟹ qualquer combinação linear de funções pertencentes à 𝜅-ésima linha de Γ(௝), mas vindo de di-

ferentes escolhas de funções de base, tal como 𝑎 𝜑఑
௝

+ 𝑏 𝜓఑
(௝) , também pertencerá àquelas linha e representação.
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Teorema: Se um grupo de operadores 𝑃ோ possuir 𝑚 representações irredutíveis Γ(ଵ), Γ(ଶ), … , Γ ௠ , com dimensões ℓ௝

(𝑗 = 1, … , 𝑚), então qualquer função Φ do espaço operado por 𝑃ோ pode ser decomposta em uma soma da forma:

Φ = ෍ ෍ 𝜙఑
(௝)

ℓೕ

఑ୀଵ

௠

௝ୀଵ

função de base pertencente à 𝜅-ésima
linha da 𝑗-ésima RI (Γ(௝))

Usando  𝒫ఒ఑
(௝)

𝜑ఛ
(௜)

= 𝜑ఒ
(௝)

𝛿௜௝𝛿఑ఛ   
   ఒୀ఑  

     𝒫఑఑
(௝)

𝜙
఑ᇲ
(௝ᇲ)

= 𝜙఑
(௝)

𝛿௝௝ᇲ𝛿఑఑ᇲ   
  ୣ୬୲ã୭  

     𝒫఑఑
(௝)

Φ = 𝜙఑
(௝)

Operador de projeção ⟹ projeta a parte de qualquer função Φ que per-
tence à 𝜅-ésima linha de Γ(௝) (𝑗-ésima RI) do espaço dos operadores 𝑃ோ



As equações

⟹ Primeiramente, aplicando o operador de projeção  𝒫఑఑
(௝) sobre uma função arbitrária qualquer Φ,

podemos obter a componente 𝜙఑
(௝), pertencente à 𝜅-ésima linha da 𝑗-ésima representação irredutível Γ(௝).

Normalizando-se 𝜙఑
(௝), obtém-se uma função de base adequada 𝜑఑

௝ .

𝒫ఒ఑
௝

𝜑఑
௝

= 𝜑ఒ
௝ e     𝒫఑఑

(௝)
Φ = 𝜙఑

(௝)

fornecem uma receita para gerar um conjunto de funções de base para qualquer representação irredutível. 
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⟹ Daí para frente, aplicando o operador transferência  𝒫ఒ఑
௝ em 𝜑఑

௝ , para diferentes valores de 𝜆, as

parceiras de 𝜑఑
௝ são geradas.



Nas deduções, até o momento, utilizamos a ideia de que temos conhecimento das matrizes completas que representam as
representações irredutíveis ou, no mínimo, dos valores de todos os elementos diagonais Γ(௝)(𝑅)఑఑ delas. Entretanto, é
possível obter um resultado semelhante, mas com menos detalhes, conhecendo-se somente os caracteres das
representações.

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Gerador de funções de base para as representações irredutíveis
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Tomando 𝜆 = 𝜅 em e somando sobre 𝜅, obtém-se um novo operador de projeção:𝒫ఒ఑
(௝)

=
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௜)(𝑅)ఒ఑𝑃ோ

ோ

𝒫(௝) = ෍ 𝒫఑఑
(௝)

఑

=
ℓ௝

ℎ
෍ 𝜒∗ ௝ (𝑅)𝑃ோ

ோ

     ⟹       𝒫(௝) =
ℓ௝

ℎ
෍ 𝜒∗ ௝ (𝑅)𝑃ோ

ோ

     ⟹       𝒫 ௝ Φ = 𝜙(௝)

operador de projeção ⟹ projeta a parte de uma fun-
ção arbitrária Φ que pertence à representação Γ(௝)

função qualquer que pode ser expressa como soma
de funções pertencentes somente a linhas dentro da
representação Γ(௝) e satisfaz 𝒫 ௝ 𝜙(௝) = 𝜙(௝)

𝒫ఒ఑
(௝)

𝜑ఛ
(௜)

= 𝜑ఒ
(௝)

𝛿௜௝𝛿఑ఛ    
   ఒୀ఑ ୣ ୱ୭୫ୟ୬ୢ୭ ୣ୫ ௝ ୣ ఑  

   ෍ 𝒫఑఑
(௝)

𝜑ఛ
(௜)

= ෍ 𝒫(௝)𝜑ఛ
(௜)

= ෍ 𝜑఑
(௝)

𝛿௜௝𝛿఑ఛ

௝఑

= 𝜑ఛ
(௜)

௝௝఑

⟹        ෍ 𝒫 ௝ 𝜑ఛ
௜

= 𝜑ఛ
௜

௝

     ⟹     ෍ 𝒫(௝) =  𝑃ா

௝

(desde que 𝜒ఈ 𝐸 = 𝑑ఈ)
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⟹ Daí para frente, aplicando o operador transferência  𝒫ఒ఑
௝ em 𝜑఑

௝ , para diferentes valores de 𝜆, as

parceiras de 𝜑఑
௝ são geradas.

Resultado semelhante, mas com menos detalhes, pode ser obtido conhecendo-se somente os caracteres das
representações, através do operador de projeção   𝒫 ௝ Φ = 𝜙(௝), que projeta a parte de uma função arbitrária Φ que pertence à
representação Γ(௝).

⟹ Primeiramente, aplicando o operador de projeção  𝒫఑఑
(௝) sobre uma função arbitrária qualquer Φ,

podemos obter a componente 𝜙఑
(௝), pertencente à 𝜅-ésima linha da 𝑗-ésima representação irredutível Γ(௝).

Normalizando-se 𝜙఑
(௝), obtém-se uma função de base adequada 𝜑఑

௝ .

As equações

fornecem uma receita para gerar um conjunto de funções de base para qualquer representação irredutível. 

𝒫(௝) =
ℓ௝

ℎ
෍ 𝜒∗ ௝ (𝑅)𝑃ோ

ோ

 𝒫఑఑
(௝)

=
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௝)(𝑅)఑఑𝑃ோ

ோ

𝒫ఒ఑
(௝)

=
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௝)(𝑅)ఒ఑𝑃ோ

ோ

 𝒫఑఑
(௝)

Φ = 𝜙఑
(௝) e    𝒫ఒ఑

௝
𝜑఑

௝
= 𝜑ఒ

௝



Exemplo da utilização do operador de projeção: Vamos obter as funções que formam uma base para a representação
irredutível 𝐸 do grupo 𝐶ଷ୴ a partir de uma função genérica 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ.

E     2𝐶ଷ    3𝜎୴

𝐴ଵ

𝐴ଶ

𝐸

1       1        1

1       1   − 1

2  − 1        0

𝐶ଷ୴
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Matrizes da representação irredutível bidimensional  𝐸:

Γ E =
1    0
0    1

Γ 𝜎୴ =
1    0
0 −1

𝚪 𝐶ଷ
ଶ =

− 1 2⁄ 3
 

2⁄

− 3
 

2⁄ − 1 2⁄
𝚪 𝐶ଷ =

− 1 2⁄   − 3
 

2⁄

3
 

2⁄    − 1 2⁄

𝚪 𝜎୴
ᇱᇱ =

− 1 2⁄    3
 

2⁄

3
 

2⁄      1 2⁄
𝚪 𝜎୴

ᇱ =
− 1 2⁄ − 3

 
2⁄

− 3
 

2⁄ 1 2⁄

1) Obter o resultado da aplicação dessas operações de simetria nas coordenadas 𝑥, 𝑦, 𝑧:

𝚪 E ⟹
1    0
0    1

𝑥
𝑦 =

𝑥
𝑦

𝚪 𝐶ଷ ⟹
− 1 2⁄   − 3

 
2⁄

3
 

2⁄    − 1 2⁄

𝑥
𝑦 =

1

2

−𝑥 − 3
 

𝑦

3
 

𝑥 − 𝑦

𝚪 𝐶ଷ
ଶ ⟹

− 1 2⁄ 3
 

2⁄

− 3
 

2⁄ − 1 2⁄

𝑥
𝑦 =

1

2

−𝑥 + 3
 

𝑦

− 3
 

𝑥 − 𝑦

Γ 𝜎୴ ⟹
1    0
0 −1

𝑥
𝑦 =

𝑥
−𝑦 etc...



E     2𝐶ଷ    3𝜎୴

𝐴ଵ

𝐴ଶ

𝐸

1       1        1

1       1   − 1

2  − 1        0

𝐶ଷ୴

Exemplo da utilização do operador de projeção: Vamos obter as funções que formam uma base para a representação
irredutível 𝐸 do grupo 𝐶ଷ୴ a partir de uma função genérica 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ.
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Matrizes da representação irredutível bidimensional  𝐸:

Γ E =
1    0
0    1

Γ 𝜎୴ =
1    0
0 −1

𝚪 𝐶ଷ
ଶ =

− 1 2⁄ 3
 

2⁄

− 3
 

2⁄ − 1 2⁄
𝚪 𝐶ଷ =

− 1 2⁄   − 3
 

2⁄

3
 

2⁄    − 1 2⁄

𝚪 𝜎୴
ᇱᇱ =

− 1 2⁄    3
 

2⁄

3
 

2⁄      1 2⁄
𝚪 𝜎୴

ᇱ =
− 1 2⁄ − 3

 
2⁄

− 3
 

2⁄ 1 2⁄

resultado da aplicação das operações de 
simetria nas coordenadas 𝑥, 𝑦, 𝑧

𝐶ଷ      
ଵ

ଶ
−𝑥 − 3

 
𝑦      

ଵ

ଶ
3

 
𝑥 − 𝑦   𝑧  

𝐶ଷ
ଶ      

ଵ

ଶ
−𝑥 + 3

 
𝑦      

ଵ

ଶ
− 3

 
𝑥 − 𝑦 𝑧

𝜎୴                    𝑥                         − 𝑦              𝑧 

𝜎୴
ᇱ       

ଵ

ଶ
−𝑥 − 3

 
𝑦      

ଵ

ଶ
− 3

 
𝑥 + 𝑦 𝑧  

𝜎୴
ᇱᇱ      

ଵ

ଶ
−𝑥 + 3

 
𝑦      

ଵ

ଶ
3

 
𝑥 + 𝑦   𝑧  

E                      𝑥                             𝑦               𝑧 

𝑥                             𝑦               𝑧 



𝑃ா𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝑃஼య
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = −

1

2
𝑥𝑧 − 3

 
𝑦𝑧 + 3

 
𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ = −

1

2
1 + 3

 
𝑥𝑧 + 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑃஼య
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓 𝐶ଷ

ଶ(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓
1

2
−𝑥 + 3

 
𝑦 ,

1

2
− 3

 
𝑥 − 𝑦 , 𝑧

O Grupo da Equação de Schrödinger

Sabendo que: 𝑃ோ𝑓 𝒓 = 𝑓 𝑅ିଵ𝒓 e que  𝐶ଷ
ିଵ= 𝐶ଷ

ଶ; 𝐶ଷ
ଶ ିଵ = 𝐶ଷ; 𝜎୴

ିଵ = 𝜎୴;

𝜎୴
ᇱ ିଵ = 𝜎୴

ᇱ; 𝜎୴
ᇱᇱ ିଵ = 𝜎୴

ᇱᇱ,  temos:

𝑃஼య
మ𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓

1

2
−𝑥 − 3

 
𝑦 ,

1

2
3

 
𝑥 − 𝑦 , 𝑧 = −

1

2
1 − 3

 
𝑥𝑧 + 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝑃ఙ౬
𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓 𝑥, −𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝑃ఙ౬
ᇲ 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓

1

2
−𝑥 − 3

 
𝑦 ,

1

2
− 3

 
𝑥 + 𝑦 , 𝑧 = −

1

2
1 + 3

 
𝑥𝑧 − 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝑃ఙ౬
ᇲᇲ𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑓

1

2
−𝑥 + 3

 
𝑦 ,

1

2
3

 
𝑥 + 𝑦 , 𝑧 = −

1

2
1 − 3

 
𝑥𝑧 − 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ



resultado da aplicação das ope-
rações de simetria sobre a função

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝐶ଷ      
ଵ

ଶ
−𝑥 − 3

 
𝑦      

ଵ

ଶ
3

 
𝑥 − 𝑦   𝑧  

𝐶ଷ
ଶ      

ଵ

ଶ
−𝑥 + 3

 
𝑦      

ଵ

ଶ
− 3

 
𝑥 − 𝑦 𝑧

𝜎୴                    𝑥                         − 𝑦              𝑧 

𝜎୴
ᇱ       

ଵ

ଶ
−𝑥 − 3

 
𝑦      

ଵ

ଶ
− 3

 
𝑥 + 𝑦 𝑧  

𝜎୴
ᇱᇱ      

ଵ

ଶ
−𝑥 + 3

 
𝑦      

ଵ

ଶ
3

 
𝑥 + 𝑦   𝑧  

E                      𝑥                             𝑦               𝑧 

O Grupo da Equação de Schrödinger

𝐶ଷ     −
ଵ

ଶ
1 + 3

 
𝑥𝑧 + 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝐶ଷ
ଶ     −

ଵ

ଶ
1 − 3

 
𝑥𝑧 + 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝜎୴                        𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝜎୴
ᇱ      −

ଵ

ଶ
1 + 3

 
𝑥𝑧 − 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝜎୴
ᇱᇱ     −

ଵ

ଶ
1 − 3

 
𝑥𝑧 − 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

E                         𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

resultado da aplicação das ope-
rações de simetria nas coordenadas

𝑥, 𝑦, 𝑧



𝒫ଵଵ
(ா)

𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ =

=
2

6
൝ 1 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + −

1

2
−

1

2
1 + 3

 
𝑥𝑧 + 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + −

1

2
−

1

2
1 − 3

 
𝑥𝑧 + 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

+ 1 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + −
1

2
−

1

2
1 + 3

 
𝑥𝑧 − 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + −

1

2
−

1

2
1 − 3

 
𝑥𝑧 − 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ ൡ

=
2

6
3 𝑥𝑧 + 0 𝑦𝑧 + 0 𝑧ଶ        ⟹       𝒫ଵଵ

(ா)
𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ = 𝑥𝑧 ⟹ 𝑥𝑧 constitui uma base para a RI  𝐸

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

O Grupo da Equação de Schrödinger

𝒫఑఑
(௝)

=
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௝)(𝑅)఑఑𝑃ோ

ோ

A dimensão da representação é 2 e a ordem do grupo é 6. Vamos aplicar o operador de projeção 𝒫ଵଵ
(ா) na função 𝑓 𝑥, 𝑦, 𝑧 para

encontrar as funções que formam uma base para a representação irredutível 𝐸 do grupo 𝐶ଷ୴:



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

O Grupo da Equação de Schrödinger
O próximo passo é encontrar a outra função de base para termos as duas funções que formam uma base para a representação
irredutível 𝐸. Para isso podemos seguir dois caminhos diferentes. 1. aplicamos o operador de projeção 𝒫ଶଶ

(ா) na função 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝒫఑఑
(௝)

=
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௝)(𝑅)఑఑𝑃ோ

ோ



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

O Grupo da Equação de Schrödinger
O próximo passo é encontrar a outra função de base para termos as duas funções que formam uma base para a representação
irredutível 𝐸. Para isso podemos seguir dois caminhos diferentes. 1. aplicamos o operador de projeção 𝒫ଶଶ

(ா) na função 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

ou 2. Usando a função de base obtida pela aplicação de 𝒫ଵଵ
(ா), geramos a sua parceira

mediante a aplicação do operador transferência 𝒫ଶଵ
(ா) em 𝑥𝑧. Vamos iniciar com o

primeiro caminho.

𝒫ଶଶ
(ா)

𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ =

=
2

6
൝ 1 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + −

1

2
−

1

2
1 + 3

 
𝑥𝑧 + 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + −

1

2
−

1

2
1 − 3

 
𝑥𝑧 + 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

+ −1 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ +
1

2
−

1

2
1 + 3

 
𝑥𝑧 − 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ +

1

2
−

1

2
1 − 3

 
𝑥𝑧 − 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ ൡ

=
2

6
0 𝑥𝑧 + 3 𝑦𝑧 + 0 𝑧ଶ    ⟹   𝒫ଶଶ

ா
𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ = 𝑦𝑧 ⟹

𝑥𝑧 e 𝑦𝑧 constituem uma base para a
representação irredutível 𝐸

ቊ



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

O Grupo da Equação de Schrödinger

𝒫ఒ఑
(௝)

=
ℓ௝

ℎ
෍ Γ∗(௝)(𝑅)ఒ఑𝑃ோ

ோ

𝒫ଵଶ
(ா)

𝑥𝑧 =

=
2

6
0 𝑥𝑧 −

3
 

2
−

1

2
𝑥 + 3

 
𝑦 𝑧 +

3
 

2
−

1

2
𝑥 − 3

 
𝑦 𝑧 + 0 𝑥𝑧 −

3
 

2
−

1

2
𝑥 + 3

 
𝑦 𝑧 +

3
 

2
−

1

2
𝑥 − 3

 
𝑦 𝑧

=
2

6
0 𝑥𝑧 + 3 𝑦𝑧 + 0 𝑧ଶ     ⟹   𝒫ଵଶ

ா
𝑥𝑧 = 𝑦𝑧 ⟹ 𝑥𝑧 e 𝑦𝑧 constituem uma base para a representação irredutível 𝐸

Seguindo o segundo caminho, vamos usar a função de base obtida pela aplicação de 𝒫ଵଵ
(ா) para gerar a sua parceira mediante a

aplicação do operador transferência 𝒫ଵଶ
(ா) em 𝑥𝑧.



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

O Grupo da Equação de Schrödinger
Outra maneira de obter as funções que formam uma base para a representação irredutível 𝐸 do grupo 𝐶ଷ୴ a partir de uma
função genérica é utilizando somente os caracteres, em vez das matrizes, e os operadores

𝒫
(ா)

𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ =

=
2

6
൝ 2 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + (−1) −

1

2
1 + 3

 
𝑥𝑧 + 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + (−1) −

1

2
1 − 3

 
𝑥𝑧 + 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ

+ 0 𝑥𝑧 − 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + (0) −
1

2
1 + 3

 
𝑥𝑧 − 1 − 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ + (0) −

1

2
1 − 3

 
𝑥𝑧 − 1 + 3

 
𝑦𝑧 + 𝑧ଶ ൡ

=
2

6
3 𝑥𝑧 + 3 𝑦𝑧 + 0 𝑧ଶ     ⟹   𝒫

ா
𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 + 𝑧ଶ = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧    ⟹ Elimina parte da função que não pertence ao

subespaço da representação irredutível 𝐸

𝒫(௝) =
ℓ௝

ℎ
෍ 𝜒∗ ௝ (𝑅)𝑃ோ

ோ


