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As informacOes a respeito da estrutura cristalina e da distribuicao eletronica nos solidos sao obtidas
através da difracdo de particulas (ondas de DeBroglie) e de ondas eletromagnéticas (fotons). A difracao
de ondas por um arranjo periédico de atomos (solido), para determinacao da estrutura cristalina, foi
primeiramente sugerida por von Laue, em 1912.

Como em um sdlido as distancias entre dtomos sdo =~ 1 A, ondas que tenham aproximadamente esse
valor de comprimento de onda sao necessarias para explorar sua estrutura (o cristal atua como uma
rede de difracdao). Ondas com comprimentos de onda muito maiores levariam a uma perda de detalhes e
muito menores dificultariam a deteccao, pois necessitam de angulos muito pequenos.

Existem trés tipos de ondas que podem ser utilizadas com o objetivo de estudar a estrutura cristalina de
um solido: néutrons, elétrons e raios-X.

LucyV.C.Assalti



Sl Difracao de Raios-X e Rede Reciproca

0>

1.

A energia de um néutron esta relacionada com seu comprimento de onda de DeBroglie:

M, =1,675x10"%"kg, h=6,63x1031J.5, 1eV=1,6x10"19]

0, 28
E(eV)

Para A ~ 1A = |E ~ 0,08¢V

Néutrons com essa energia sao obtidos em reatores. Como eles sao particulas neutras, sua principal
interacao é com os nucleos dos atomos do cristal. Eles sao usados para obter informacdes quando o
solido é formado por atomos leves (H ao N), sendo importantes nos estudos de sélidos organicos. Além
disso, como eles tém momento magnético # 0, eles também sao utilizados no estudo de cristais
magnéticos.
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UST;

A energia de um elétron também esta relacionada com seu comprimento de onda de DeBroglie e como

a massa do elétron é m, = 0,911 x 10731 kg, entdo

Para A~ 1 A —

E =~ 140eV

Um feixe de elétrons com essa energia interage fortemente com os elétrons do sélido, penetrando
muito pouco neles. Assim, a difracao de elétrons € muito boa e utilizada para caracterizacao de
superficies. Para que um feixe de elétrons penetre no cristal (> 100 distancias atdmicas) é necessario
que sua energia seja da ordem de 50 X 103 eV. O comprimento de onda desses elétrons altamente
energéticos é tao pequeno que sé para angulos muito pequenos se obtém o padrao de difracao
(dificuldades experimentais muito grandes). Para o estudo de superficies usa-se difracao de elétrons de

baixa energia (LEED = low energy electron diffraction).
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3.

Raios-X sao ondas eletromagnéticas (fétons) de alta frequéncia e

: 12.4
- 103 A= —2
c=3x10°m/s = A(A) 5%

Para A~ 1A = E ~ 10—50keV

Radiacao com essa energia tem um poder de penetracao grande, tornando-a muito utilizada no estudo
de estruturas tridimensionais. A interacao entre os raios-X e o cristal se da através da interacao da onda
eletromagnética e os elétrons dos atomos que compdem a estrutura cristalina.
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Energia do foton/100 keV
Energia do neutron/0,01 eV
Energia do elétron/100 eV LucyV.C.Assali
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Os raios-X podem ser produzidos em equipamentos de laboratdrio, tanto pela desaceleracao dos
elétrons de um alvo metalico quanto pela excitacao dos elétrons dos atomos dos alvos, através da
incidéncia de um feixe de elétrons altamente energético em um metal, que é o anodo do equipamento.
O primeiro processo fornece como espectro uma banda larga e continua e o segundo uma série de
linhas estreitas. Por exemplo, se o alvo é de Cu, ele apresenta um dupleto bastante estreito (K,) com
valores de A de 1,54056 A e 1,54439 A e outra linha estreita (Kg) em 1,39222 A. Os valores de A
dependem do metal alvo, sendo, portanto, adequados para serem utilizados na caracterizacao das estru-
turas dos cristais.

Quase todos os cristais que apresentam estruturas cristalinas simples ja foram analisados pela técnica
de raios-X, desde o inicio da invencao do método. Hoje em dia ela é muito utilizada para analisar a
estrutura e a configuracdo de cristais organicos e novos materiais produzidos em laboratorio. A
determinacao das estruturas passaram a ser grandemente simplificadas pela utilizacao de programas de
computador.
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Em 1913, Bragg notou que ao incidir um feixe de raios-X sobre um cristal, picos intensos de radiacao eram
observados para direcoes e comprimentos de onda bem definidos. Ele, entdao, apresentou uma explicacao
bastante simples para o padrao de difracdao de raios-X por um cristal. Para isso considerou as condicoes
que devem ser satisfeitas para que um maximo de difracao, proveniente do espalhamento coerente de um
feixe de radiacao, por um cristal, possa ser observado. Para ele, a interacao entre o feixe incidente e o
cristal poderia ser vista como uma “reflexao especular” da onda incidente, pelo conjunto de planos
paralelos de atomos que compode o cristal. Assim, a condicao de interferéncia construtiva é obtida im-

pondo-se que a diferenca de caminho percorrido pelas ondas
“refletidas”, pelos planos sucessivos, seja igual a um numero
inteiro de comprimentos de onda. Assim, a condicao de Bragg
se escreve:

2dppesend = mA com m = inteiro

4
Lec de Braggy

. ™~ Note que a grandeza observa-
cristal vel é 0 angulo de difragdo ¢ LucyV.C.Assali
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Para um dado A incidente, somente certos valores de 0 é que serao refletidos, por todos os planos
(hk?), fornecendo um feixe refletido de alta intensidade. Se os planos fossem refletores perfeitos, s6 o
primeiro plano do conjunto seria responsavel pela reflexdao, podendo acontecer para quaisquer A e 0.
Entretanto, cada plano reflete de 103 a 10° da radiacdo incidente, tal que 103 a 10° planos podem
contribuir para a formacao do feixe de Bragg refletido. Como vimos, cada familia de planos {hk#} tem

uma separagao d,,,. A distancia d entre dois planos paralelos consecutivos tende a diminuir a medida
gue os indices aumentam. Portanto, indices

(310) _ (110) de reflexdo elevados necessitam de compri-
mentos de onda mais curtos.

digp = @
di1o = 0,71a diyo = 0,26a
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A Lei de Bragg, apesar da simplicidade e das hipoteses de conteudo fisico pouco transparentes no
contexto cristalino, tem a virtude de explicar bastante bem os dados experimentais. Ela € uma
consequéncia da periodicidade da rede e nao se refere a composicao da base de atomos associada com
cada ponto. Veremos que a base determina a intensidade relativa das varias ordens de difracao
(determinada pelo valor de m), para um dado conjunto de planos. Como na relacao de Bragg temos uma
dependéncia entre A e 0, entdo somente para certos conjuntos de valores de A e 86 o fenbmeno de
interferéncia construtiva deve ocorrer. Assim, todos os métodos experimentais de difracao por cristais
devem ser elaborados de tal forma que seja possivel se obter os padrdes de difracdo. As diferentes
maneiras de se variar estes parametros determinam e distinguem os trés métodos de difracao:

Método A 0
Cristal giratorio fixo variavel
Pé fixo variavel
von Laue variavel fixo

LucyV.C.Assalti
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O feixe de raios-X & monocromatico (um unico A) e o cristal gira em torno de um de seus eixos. A
variacao do angulo © permite a escolha de diferentes planos atémicos apropriados para a reflexao. Um
filme € montado num suporte cilindrico concéntrico com a haste que gira, na extremidade da qual o
filme esta montado, para receber os feixes refletidos. O feixe é difratado num dado plano cristalino
guando, durante a rotacdo, o valor de 0 satisfaz a
Camara de cristal giratorio equacdo de Bragg. Os feixes provenientes de todos os

Filme os planos paralelos ao eixo vertical de rotacao
’ permanecerao no plano horizontal. Este método é
muito Util para se determinar estruturas desco-
—rtrada nhecidas de cristais. Os difratdmetros modernos usam
de raios-X de raios-X contadores de cintilacado ou tubos contadores
proporcionais para detectar a radiacao difratada. Tais
métodos permitem obter uma colecao automatica de
dados que sao analisados pela utilizacao de programas
de computador.

LucyV.C.Assalti
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O feixe de raios-X é monocromatico (um uUnico A) e o cristal € moido de forma que se transforma em
um po fino, o qual esta contido em um tubo capilar com paredes finas. Cada particula desse po é
composta por pequenos cristais orientados aleatoriamente com respeito a direcdao do feixe incidente
e, alguns deles estarao em posicdes cujos angulos 0 satisfardao a lei de Bragg. Todas as reflexdes ficarao
registradas em um filme que circula a camara de difracdao. Os raios difratados deixam a amostra ao
longo das geratrizes de cones concéntricos que interceptam o filme em uma série de anéis
concéntricos. As geratrizes fazem um angulo 20 com a direcao do feixe original.

Feixe de
Raios-X

LucyV.C.Assalti
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Uma amostra do cristal (dimensdes lineares ~ 1 mm) permanece estacionaria em um feixe de raios-X
com espectro continuo de comprimentos de onda. O cristal seleciona e difrata os valores discretos de
A para os quais o angulo O e o espacamento d satisfacam a lei de Bragg. Filmes recebem os feixes
difratados e a figura de difracdao consiste de uma série de pontos luminosos e a disposicao dos pontos
indicara o tipo de simetria que o cristal apresenta.

Filme B Filme A

fe[xe de
raios-X /0::

furo
colimador

@ Base para o apoio do
cristal (ajustavel)

LucyV.C.Assalti
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feixes Diagrama esquematico ilustrando como as manchas sdo
CUELELLE produzidas, isto é, o padrido de difracdo. A tela de chumbo
' bloqueia todos os feixes gerados a partir da fonte de raios-X,
com excecao de um feixe estreito que viaja em uma Unica
direcao. Este feixe incidente é difratado por planos
cristalograficos nos monocristais (com diferentes orientacdes),
. o que da origem aos varios feixes difratados que incidem sobre

£ %ﬁ;ggca chumbo a placa fotografica.

incidente|

Fotografia de difracao de raios-X, ou
fotografia de Laue, para um monocristal
de magnésio. A simetria hexagonal da
estrutura hcp do magnésio € indicada
pelo padrao de pontos de difracao que
foi gerado.

»
7 )
0‘0‘

£
-

oln
LB LA M
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Para obtermos a amplitude ou a intensidade das ondas difratadas devemos levar em consideracao a
composicao da base de atomos, ou seja, a intensidade devido a uma certa distribuicao de carga dentro
da célula, ou melhor, pela distribuicdao eletronica dos planos paralelos. No desenvolvimento em série
de Fourier da densidade eletrénica do cristal, que deve obedecer n(¥) = n(7¥ + T), temos que

1 N
n@) =Y @3¢ onde MG =7 é n(@e-67 qv
G

ﬂ T-»volume da célula primitiva
Coeficientes de Fourier da densidade eletronica n(7)

l Os vetores G determinam

Determinam as amplitudes das ondas de raios-X as POSSIVeIS reﬂexoes.das
refratadas pelo cristal ondas incidentes no cristal

A figura de difracao de um cristal pode ser analisada como uma representacao da rede reciproca, que
além de desempenhar um papel muito importante no campo da cristalografia, € um conceito utilizado

na estrutura eletrénica de bandas, espectro vibracional da rede cristalina e, de fato, em toda fisica de
estado sdlido.

LucyV.C.Assalti
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A formulacao de von Laue, equivalente a de Bragg, apresenta um conteudo
fisico mais transparente. Nesta formulacao o cristal € considerado como um
conjunto de atomos distribuido em uma rede de Bravais, onde a interacao da
radiacao incidente com os elétrons dos atomos faz com que eles emitam, em
todas as direcOes, radiacao de mesmo comprimento de onda que o do feixe
incidente (como elétrons livres). Um pico de difracao é observado quando, para
uma dada direcao, as ondas irradiadas pelos elétrons sofrem interferéncia
construtiva.

LucyV.C.Assalti
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Sejam dois atomos da rede, separados por um vetor de trans_I)agéo da rede, como mostra a figura. O feixe da
radiagdo incidente é caracterizado pelo seu vetor de onda k = (2n/A) 71 . Como o comprimento de onda
ndo se altera no espalhamento da radiacdo, entdo a radiacdo espalhada tera k' = (2m/A) 7’ . Queremos
saber para que direcdes i’ teremos interferéncia construtiva. Da geometria da figura podemos escrever:

(-7 =1Fcos foie
07 =0 cos(m—0') = —¢ cos ' _incidente
e a diferenca de percurso entre os feixes incidente e espalhado pelos dois :

atomos é fcosf + fcosO'. Assim, para que a interferéncia seja construtiva
devemos ter:

0 cosO+LCcostd =0-n—0-7"=m)\ (m = inteiro)

— : - espalhado
Obs.: No espalhamento elastico, a energia do foton
é conservada de modo que a frequéncia do feixe

emergente é igual a do feixe incidente e |k| = |E’)|

LucyV.C.Assalti
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Multiplicando a equagao, para interferéncia construtiva, por 2nt/A, temos

2 2 — S o S .
{ﬂ-ﬁﬂ-ﬁ’}.EZQWTn — (k—k’) 7 —9rm Condigdo de
A A von Laue

Ak = k — k' é chamado de vetor de espalhamento e é uma medida da variacao do
vetor de onda durante o espalhamento. A condicao de interferéncia construtiva de
von Laue é obedecida quando Ak = C_j, ou seja, o vetor de espalhamento é igual a
um vetor de translagao da rede reciproca (por comparacao com a expressao obtida ao
desenvolvermos uma funcao peridédica em série de Fourier: G-l =2xN ). Devido a
periodicidade da rede, essa condicao é satisfeita para o cristal.

OBS.: Devido a periodicidade da rede, a amplitude total da onda espalhada na
direcdo 7/, em cada volume dV do cristal [proporcional & concentragao eletronica
local n(r)] é proporcional a integral, sobre todo o cristal, de n(7) dV, multiplicado
pelo fator de fase e 7*2% 7, Isso significa, em outra palavras, que a amplitude do vetor
campo elétrico ou campo magnético da onda espalhada é proporcional a integral
que define a amplitude de espalhamento, dada por > funcio periédica

A — /iAE-FdV

Volume do cristal

LucyV.C.Assalti
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Como n(r) = Zne"GT:A Z/ne’GrmkrdV Z/nez(G AR)T g7

Volume do cristal olume do cristal

coeficiente da expansdao de
Fourier para esse especifico
vetor de translacao G da rede

= Se Ak - G = Aé desprezivel reciproca

Isso mostra, também, a condicao de von Laue, ou seja, se Ak =k —
mterferenma e construtlva

Utilizando esta informacao podemos escrever: Ak =k—FkK =

Assim, |k’ |=|k — G| e como |k|=|k |= k, entdo — k? = k2 + G2 —

G2 _92k-G =0 |— Condicdo de
l difragdo

Este € o principal resultado da teoria de espalha-
mento eldstico de ondas em uma rede periddica

LucyV.C.Assali
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Lec de Bragy

2dpesend = mA com m = inteiro

vonw Laue

¢ = mn/2-0

27

(7 senfd = m ——

dpier

O vetor G sempre pode

ser escrito como mGy,
- 21 ,

onde Go = — em éum

o hke

Inteiro.

2dpresend = mA com m = inteiro

LucyV.C.Assali
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Pontos da rede reciproca préximos do ponto O (origem). O vetor da rede reciproca 5C liga
os pontos OC e o vetor 50 liga os pontos OD. Os planos 1 e 2 sao bissetores ortogonais

aos segmentos dados pelos vetores ﬁc e 5,3,
respectivamente. Qualquer vetor que vai da
origem até o plano 1, tal como I_c)l, pode-
ra satisfazer a condicao de difracao
l_c)l.(l/Z)C?C = [(1/2)G]% Qualquer vetor
gue vai da origem até o plano 2, tal como

Ez, podera satisfazer a condicao de difracao
k.. (1/2)Gp = [(1/2)Gp]?

LucyV.C.Assalti
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O conjunto de planos perpendiculares bissetores aos vetores de translacao da rede reciproca € muito
importante na teoria de propagacao de ondas em cristais. Foi Brillouin quem fez a formulacao mais
importante para a condicao de difracao, a qual € usada na teoria de bandas de energia eletronicas e na
expressao das excitacoes elementares dos cristais. A onda cujo vetor de onda comeca na origem e

termina em um dos planos bissetores satisfaz a condicao de difracao. Esses planos dividem o espaco
de Fourier (reciproco), do cristal, em fragmentos. Para uma

rede quadrada bidimensional, estes fragmentos estao mos-
trados na figura. O quadrado central é a célula primitiva da
rede reciproca e &€ uma célula de Wigner-Seitz no espaco
reciproco. A célula central na rede reciproca é chamada de
primeira zona de Brillouin (ZB) e € o menor volume (area)
inteiramente contido no interior dos planos (segmentos de
reta) bissetores perpendiculares aos menores vetores de
translacao da rede reciproca, desenhados a partir da origem.

LucyV.C.Assalti



Rede Reciproca

Vetores primitivos da
rede reciproca

271'(6_7;2 X C_L)3)

(C?l . 62 X 53)
271'(6_7;3 X 6_7:1)

(C_l:1 . C_Ijg X 63)
271'(6_1;1 X 52)

(6_7;1 . C—I;Q X C_Ijg)

Propriedades da
rede reciproca

—

bz' . EL} = 27'('52']'

(2m)°

Ve —
R VD

A rede reciproca é uma rede de Bravais

A rede reciproca da rede reciproca é a
rede direta

LucyV.C.Assali
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Vamos encontrar as zonas de Brillouin de uma rede de Bravais bidimensional quadrada

de parametro de rede a:

Vetores Vetores
primitivos primitivos
(espago direto) (espago reciproco)

LucyV.C.Assalti
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\

12 Zona de
Brillouin

/.

| |

Q13 2l
IA IA
= =
< =

IA IA
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Y,

A;igh
X X
W

S
b
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12 Zona de
Brillouin

29 Zona de
Brillouin

32 Zona de
Brillouin

49 Zona de

- Brillouin

Ba Zona de
Brillouin

N\

Pa

<9

NI

Area de cada uma das zonas de Brillouin: A =
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Construcao da 12 zona de Brillouin

A célula primitiva no espago reciproco é obtida
através da construgdo de Wigner-Seitz

|

1¢ Zona de Brillouin

|

Redes CCC e CFC

LucyV.C.Assali



Rede no espaco real Rede no espaco reciproco

Célula P da CCC

Célula P da CFC

P = Primitiva

Célula de WS da
CcCC

Célula de WS d
CFC

WS = Wigher-Seitz

ZB da CCC
(Célula CFC no espago k)

(Célula CCC no espago k)

ZB = 1¢ Zona de Brillouin

LucyV.C.Assali
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As autofuncoes da eq. de Schrodinger para um potencial peridédico

—

U(F) = U7+ f)

com ¢ sendo um vetor de translacao do cristal, é o produto de uma onda
plana por uma funcao uE(f) que tem a periodicidade do potencial:

Wi (7) = e FTug(7)

Desse modo, a eq. de Schrodinger no espaco reciproco fica:

onde G' = mqb; + maby +msbs sao os vetores de translacao da rede no espaco
reciproco e k sao vetores da rede reciproca contidos na 12 ZB

LucyV.C.Assalti



Teorema de Bloch

—> Equagdo de Schroedinger no espago reciproco:
Fungdes de Bloch e potencial periddico

LucyV.C.Assali



Teorema de Bloch

Esse conjunto de equacoes, para um valor fixo de k na 1¢ 7B e para
todos os vetores de translacao G do espaco reciproco, acopla somente
os coeficiente C cujos vetores de onda diferem de k por um vetor de
translacao da rede reciproca.

As solucoes sao superposicoes de ondas planas contendo o vetor ke
somente os vetores que diferem de k por um vetor de translacao do espaco

reciproco:

LucyV.C.Assalti



Teorema de Bloch

Na aproximacao de rede vazia tomamos U(7) = 0 e, portanto, Uy, 5 =
Uy é constante e podemos tomar Uy = 0. A eq. de Schrodinger a ser
resolvida é

2m

h? = o
(i cp e oo

Para um dado G tal que Cr 5 # 0, essa eq. tem como solu¢ao nao
trivial
R: .
— (k—G)*=¢

2m

LucyV.C.Assalti



Aplicacao do teorema de Bloch

U, (z) = e*u(z) onde wu(x)

N

fator de fase Funcéao periodica da rede

\\}Iﬂf WJ\}{ Mm

Substituindo k& por k + G, onde G sao os vetores de translacao da rede reciproca,
. o~ . . ;27 . .
a condicao de Bloch fica satisfeita (e'=“ = 1) e k fica restrito a 12 ZB

LucyV.C.Assali



Aplicacao do teorema de Bloch

Rede Direta

(=mas (m = n? inteiro)

Rede Reciproca

— 27'[- = 27‘- ~ . .
b=—2 G=n—=z (n = n? inteiro)
a a

Vetores da 19 ZB: k = k.

LucyV.C.Assali



Aplicacao do teorema de Bloch

Relacdo de dispersdo

&
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Aplicacao do teorema de Bloch

Relagdo de dispersédo

LucyV.C.Assali



Teorema de Bloch

2m

2
{h(E —-G)? - s} C:_a+ | = Equagdo de Schroedinger no espago reciproco:

Ue,-c,
{1k — Ga)? — ¢}

LucyV.C.Assali



Teorema de Bloch

Para o caso degenerado, supondo que para um dado ke para todo
G' # G e Go, tal que (k)

-7
a

teremos que os unicos termos diferentes de zero fora da diagonal, na
equagao matricial serao Us s e Ug 5 e devemos resolver a equagao

h—Q(E — él)2 — E} UéQ_él
{%(E —G,y)? - 5}

LucyV.C.Assalti



Teorema de Bloch

Para o caso bidegenerado onde, na aproximacao de rede vazia, os
autovalores eram €, a solucao nao trivial da equacao é:

e=e"x|Ugs _a|

Quebra na degenerescéncia
da energia

LucyV.C.Assali



Teorema de Bloch
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Teoria de Bandas

ke —

ISolante semi-metal

LucyV.C.Assalti




Teoria de Bandas

Banda de conducao

4N 2s e 2p (sp?)
estados
2p

3N estados

6N elétrons

N estados 9
s
4N estados 2N elétrons

8N elétrons

/

Banda de valéncia

1s

N estados

1s

2N elétrons

Pardmetro de rede
do diamante

C:1s%2s%2p?

Atomos de Carbono

6 elétrons/atomo
N atomos
6N elétrons

Separagdo atomica

LucyV.C.Assalti



Estrutura de bandas de energia

12 Zona de Brillouin da rede CFC

(100) = TAX

(111) = AL

>
5)
~
8
>
(b)
c
LL

Ponto I': k,

Ponto X: k,

Ponto L: ky = ky =k, = %

a = constante de rede

LucyV.C.Assalti



Estrutura de bandas de energia

<— Banda de conducédo —>

E,=1552¢eV

<— Banda de valéncia —>

L [111]T [100]X L [111] " [100]X

LucyV.C.Assalti
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