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Teoria de grupos aplicada a ciéncia de materiais ESP

— relacéo entre simetria e as propriedades de moléculas e solidos
— as leis da natureza se originam em simetrias e toda simetria esta associada a uma quantidade conservada

PROGRAMA:

1. Teoria de Grupos Abstratos: Definicbes fundamentais; teoremas basicos;
classes; operacOes de simetria; classificacdo de moléculas e sdlidos por
simetria.

Teoria das RepresentacOes: Operadores lineares; representacdes de um
grupo; teorema de ortogonalidade; decomposicao de representacoes.
Simetria e Fisica: Grupo da Equacédo de Schrddinger.

Grupos de Rotagdes: momento angular e grupo unitario.

Aplicacdo em Atomos: Grupo da esfera.

Aplicacdo em Moléculas: Projetores; equacao secular; classificacdo dos
estados eletronicos; moléculas lineares; regras de selecao e probabilidade
de transicao.

Aplicacdo em Sdlidos: Propriedades de simetria da rede; grupo de
translacdo; grupo dos vetores de onda k; grupos espaciais; classificacéo
dos estados eletrénicos.

Textos Principais i

e A. Fazzio e K. Watari, “Introducao a Teoria de Grupos aplicada em moléculas e soélidos” — Editora UFSM .t

e M. Tinkham, “Group Theory and Quantum Mechanics” — Dover Publications

Outros Textos

e M. S. Dresselhaus, G. Dresslhaus, and Ado Jorio, “Group Theory: Application to the Physics of Condensed Matter” — Springer

e T. Wolfram and S. Ellialtioglu, “Applications of Group Theory to Atoms, Molecules, and Solids — Cambridge University Press
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Propriedades fisicas dependentes da simetria dos materiais = moléculas e sélidos

Natureza do problema:

Resolver a equacao de Schoringer independente do tempo.

O papel da simetria:

Simplificar eficientemente um problema para que ele possa ser resolvido = simetria do operador hamiltoniano, ou

seja, simetria do potencial externo:
hZ
2y (W) = v
V@ +{ W@ = B

l

mesmo para oS casos mais simples, como nucleos fixos (potencial externo) e elétrons nao interagentes, o
tamanho das matrizes é enorme!!! E possivel conseguir reduzir o tamanho das matrizes?

SIM = utilizando propriedades de simetria
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Propriedades fisicas dependentes da simetria dos materiais = moléculas e sélidos

hZ
— V) HY W) = EYE)

\ —» usamos o que sabemos sobre o potencial externo (nucleos) para diminuir o
tamanho da matriz que representa o operador hamiltoniano = simetria

3 um operador de simetria R que mantém o hamiltoniano invariante = RHy = HRy, V1 = R comuta com H

\’representagéo matricial com base nas autofungdes do operador R

z RijHj, = z H;jRj, = matriz R é diagonal
j J

SiiHix = HixSkre = (Si; — Ske)Hy, = 0=

Hik=0,i¢k

pois ndo had conexdo entre funcbes de diferentes simetrias

como i e k referem-se a diferentes autovalores de R entdao a matriz que representa H ndo é mais
uma matriz N X N = matriz blocodiagonalizada em submatrizes de dimensdes muito menores,
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Propriedades fisicas dependentes da simetria dos materiais = moléculas e sélidos

hZ
2@ H{Y W) = B
V(D) ) = Ep(@®
\ —» usamos o que sabemos sobre o potencial externo (nucleos) para diminuir o
tamanho da matriz que representa o operador hamiltoniano = simetria

Simetria = operadores que induzem alguma transformacao particular nas coordenadas.

Exemplos:
> operador de invers3o i inverte os sinais de todas as coordenadas, levando 7 para —7
» operadores que induzem reflexdes, rotacdes, translacdes ou permutacdes de coordenadas de particulas

Operador de simetria apropriado para um determinado hamiltoniano é aquele que faz com que o hamiltoniano pareca
0 mesmo apos a transformacao das coordenadas = o hamiltoniano é invariante sob a transformacao.

Considerando, p.e., a simetria de inversao, podemos encontrar todas as possiveis autofuncdes de energia
considerando apenas as funcdes que sao pares ou impares sob inversao = corta o trabalho detalhado pela metade,
além de fornecer algumas informacdes qualitativas sobre as solucdes.
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Propriedades fisicas dependentes da simetria dos materiais = moléculas e sélidos

hZ
2@ H{Y W) = B
V(D) ) = Ep(@®
\ —» usamos o que sabemos sobre o potencial externo (nucleos) para diminuir o
tamanho da matriz que representa o operador hamiltoniano = simetria

3 varios operadores de simetria que comutam mutuamente, todos os quais comutam com H = pode-se escolher
funcdes de base que sao autofuncdes simultaneas de todos esses operadores de simetria = 3 um conjunto completo
de autofuncdes de H que também sao autofunc¢des do conjunto completo de operadores de simetria mutuamente

comutaveis.

Dimensionalidade das submatrizes da a degenerescéncia das autofuncdes e os rdtulos que caracterizam as varias
submatrizes e formarao os "bons numeros quanticos" para o sistema.

Simetria também determina as regras de selecao que governam as transi¢cdes entre as autofuncdes = determinadas
SO por argumentos teoricos de teoria de grupos sem calculo explicito dos elementos de matriz
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A teoria de grupos é a linguagem natural para descrever as simetrias de um sistema fisico

» Simetrias correspondem a quantidades conservadas

» Simetrias nos permitem rotular os estados da mecanica quantica

* teoria da representagao
* degenerescéncias / desdobramentos de niveis de energia

» Simetrias permitem estimar elementos de matriz

e regras de selecao que governam as transicdes Opticas

» Simetrias permitem construir os elementos da matriz de representacao do operador hamiltoniano H

 H éinvariante sob uma transformacao de simetria
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Propriedades fisicas dependentes da simetria dos materiais = moléculas e

/ \ solidos

mecanicas eletronicas

Opticas
P adamantano
IR Spectrum
vibracoes, fénons\

absorcao e emissao

800 1000 ' 1400 1600 1800 2800 2900 3000 3100
Frequency (cm™1)
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Propriedades fisicas dependentes da simetria dos materiais = moléculas e

/ \ solidos

mecanicas eletronicas

opticas
Raman Spectrum
vibracoes, fénons\

absorcao e emissao

1000 1200 1400 1600 2900 3000 3100 3500 3600
Frequency (cm™1)
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Grupo: conjunto de “elementos” associados através de “operacdes” que obedecem a certas propriedades

Elementos numeros (inteiros, positivos ou negativos; racionais, ...)

matrizes (elementos matriciais ... )

numeros relacionados a algo (posi¢cdes atomicas, ...)

Operagoes soma/subtracdo
multiplicacdo/divisdo
rotacdes em relacao a um eixo

reflexao (espelhamento) em relacdo a um plano

Notagées diferentes para representar elementos: — Fazzio-Watari = minusculas a, b, e, ...

— Tinkham = maiusculas A4,B,E, ...
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Teoria de grupos: definicoes ESP

Um conjunto G é um grupo (colecao de elementos A, B, C, ...) se as seguintes propriedades se aplicam:

1. Fechamento (“Closure” ) — A B € G — AB=C € G

operacdes sucessivas

2. Associatividade (“Associativity”) = A,B,C € G — (AB)C = A(BC)

aplicacoes sucessivas de mesmos elementos
em sequéncias diferentes

3. Identidade ou elemento neutro (“Identity or neutral element”) = 3IF € G — AE=A VA€ G

4. Elemento inverso (“Inverse element”) — VAEG —> 3BeE G | AB=E =>B=A4"1

Corolarios

1.

2.
3.
4

E-l=E

A1A=4A4"1T VAE G (inverso a esquerda = inverso a direita)
FA=AE =A VA€ G (neutro a esquerda = neutro a direita)
VA BE GeC=AB — C1=(AB)"1=B"14"1

Nomenclatura: » grupo abeliano se AB = BA, V A,B # E [comutatividade (“commutativity”)]

» ordem do grupo é o numero de elementos do grupo
LucyV.C.Assalti
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Exemplos:
Elementos = numeros inteiros
Operagdao » Adicdo (+)
* Elemento neutro da operacgéo: zero
* Elemento inverso da operacdo: mudanca de sinal +/—

Z={+,-m—-n,---,—1,0,+1,---,+n,+m, --- } = grupo abeliano de ordem infinita

Propriedades:
1. Fechamento n+m=p ©pE”Z
2. Associagao m+m)+p=n+ (m+ p)
3. Elementoneutro n+ 0 =04+ n =n
4. Inversao -n+n=90

2. Elementos = numeros racionais ndo nulos Q = {-:-,—p,—q, -+, 0,--+,+q, +p, - } = grupo abeliano de ordem infinita

Operagao  » Multiplicacdo (X)
* Identidade da operacdo: 1
* Elemento inverso da operagéo: 1/p = p~1
Propriedades:
1. Fechamento p Xq=1r, r e (Q
2. Associagao (pXq) Xr =pX (qXr)
3. Elementoldentidade pX1=1Xp=p
4

Inversdo pixp=pxp =1
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* Elementos de simetria

v Operacdo de simetria = Uma operacdo que deixa a aparéncia de um corpo inalterada depois de efetuada
v Operacdes de simetria tipicas = rotacdes, reflexdes e inversdes

v’ Para cada operacdo de simetria ha um componente de simetria correspondente, que é um ponto, uma linha
(eixo de simetria) ou um plano (plano de simetria), em relacdao ao qual se efetua a operagao de simetria.
Exemplo: Corpo = 3 pontos (idénticos, indistinguiveis, s6 numeraveis) fixos no espago —
podemos desenha-lo como um triangulo

Operagdes: » Rotacdes de T em torno dos eixos A, B, C (fixos no espaco)

> Rotacgdes de (2m)/3 e de 2[(2m)/3]*em torno do eixo D (fixo no espago)
> ldentidade: rotacdes de 0 ou 2w em torno do eixo D (fixo no espaco)

Nomenclatura: » memtornodeA— A
» memtornodeB— B
» memtornodeC— C
» 2(2m/3)(ah) emtornode D —» D (tb. —2m/3 (h) em torno de D)
» 2m/3 (ah)emtornode D = F
» 2m ou 0 em torno de D — E (identidade)
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% Elementos de simetria

v Operacdo de simetria = Uma operacdo que deixa a aparéncia de um corpo inalterada depois de efetuada
v Operacdes de simetria tipicas = rotacdes, reflexdes e inversdes

v’ Para cada operacdo de simetria ha um componente de simetria correspondente, que é um ponto, uma linha
(eixo de simetria) ou um plano (plano de simetria), em relacdao ao qual se efetua a operagao de simetria.

Exemplo: Corpo = 3 pontos (idénticos, indistinguiveis, s6 numeraveis) fixos no espago —
podemos desenha-lo como um triangulo

Operagdes: » Rotacdes de T em torno dos eixos A, B, C (fixos no espaco)

> Rotacgdes de (2m)/3 e de 2[(2m)/3]*em torno do eixo D (fixo no espago)
> ldentidade: rotacdes de 0 ou 2w em torno do eixo D (fixo no espaco)

Nomenclatura: » mremtornodeA— A )
memtornodeB— B
memtornodeC— C
—2n/3 (h)emtornodeD —» D
2rm/3 (ah)emtornode D - F
2t ou0emtornodeD—>E )

> conjunto tem um total de 6 elementos

obs.: rotacdes positivas sao no sentido anti-horario = regra da mao direita
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Objeto = 3 pontos (idénticos, indistinguiveis, s6 numeraveis) fixos no espaco — Triangulo

Conjunto tem um total de 6 elementos = Grupo de ordem 6

Propriedades:
1. Fechamento
CA(1,2,3) =C(1,3,2) = (2,3,1)
D(1,2,3) = (2,3,1)

~CA=D
2. Associatividade... Inversao (exercicio)

Curiosidade:

Esse grupo € também o Grupo de Permutagdo de 3 objetos = P3 = ordem fatorial 12--n
(neste caso 3!) e cada elemento (ponto) é rotulado (aqui um nimero), e a notacao é D1 D2 Py

. 123 - 123
~\123 - \132

C_<123) D_<123> F
321 231 LucyV.C.Assali

Neste exemplo temos as permutacdes:
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Objeto = 3 pontos (idénticos,

indistinguiveis, s6 numeraveis) fixos no espaco — Triangulo

Conjunto tem um total de 6 elementos = Grupo de ordem 6

Propriedades:

1. Fechamento

CA(1,2,3) = C(1,3,2) = (2,3,1)
D(1,23) = (231) ~CA=D

Podemos elaborar uma tabela com as propriedades de fechamento:

Tabela de Multiplicacao

Nomenclatura
“multiplicacao” = aplicacao sucessiva

(A(1,2,3) = (1,3,2)
AA(1,2,3) = A(1,3,2) = (1,2,3): AA = E

D(1,2,3) = (2,3,1)
DD(1,2,3) = D(2,3,1) = (3,1,2): DD

B(1,2,3) = (2,1,3)

\CB(1,2,3) = €(2,1,3) = (3,1,2): CB F ... e assim para todas as aplicacoes
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A tabela é resultado da premissa de que a aplicacao sucessiva de duas operacdes sempre esta no grupo (fechamento)

Grupo de Ordem 6: Tabela 6 X 6

A C

F
=
C
A
B
E

F F B C A E D

Leitura — O elemento presente na linha Y e coluna Z é o resultado da aplicacao sucessiva YZ (linha X coluna)

Propriedades — Elementos aparecem em todas as linhas, mas apenas uma vez (0 mesmo para colunas)
— Toda linha é Unica (o mesmo para colunas)

— Se grupo abeliano, a tabela é simétrica em relacdao a diagonal, que apresenta somente o elemento FE
LucyV.C.Assalti
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A tabela é resultado da premissa de que a aplicacao sucessiva de duas operacdes sempre esta no grupo (fechamento)

Grupo de Ordem 6: Tabela 6 X 6
A B ¢
3 ¢
3

— a aplicacdo sucessiva CB resulta diferente da BC = esse grupo ndao é abeliano
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Definicdo: poténcia n de um elemento A de um conjunto: A™ = AA ... AA

i gerador

{A4,A% ...,A" = E} = conjunto satisfaz todas as propriedades de um grupo

grupo ciclicg de ordem n (abeliano)

Subgrupo: um conjunto S de ordem g é um subgrupo de G de ordem h, com h > g, se
i. todos os elementos pertencentes a S pertencem tambémaG = S c G

ii. todos os elementos de S satisfazem as quatro condi¢cdes que definem um grupo = S é um grupo per se.

Dentre todos os possiveis subgrupos S, chamados subgrupos prdprios, 3 sempre 2 subgrupos chamados imprdprios = {E} e G

Exemplo:

subgrupo improprio <

D; DD =D? =F;DDD =D3 =E -
subgrupo proprio ciclico de ordem 3 A D
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Definicdo: poténcia n de um elemento A de um conjunto: A™ = AA ... AA

i gerador

{A4,A% ...,A" = E} = conjunto satisfaz todas as propriedades de um grupo

grupo ciclicg de ordem n (abeliano)

Subgrupo: um conjunto S de ordem g é um subgrupo de G de ordem h, com h > g, se
i. todos os elementos pertencentes a S pertencem tambémaG = S c G

ii. todos os elementos de S satisfazem as quatro condi¢cdes que definem um grupo = S é um grupo per se.

Dentre todos os possiveis subgrupos S, chamados subgrupos prdprios, 3 sempre 2 subgrupos chamados imprdprios = {E} e G

Exercicio: Teorema 2.1 do livro FW

Teorema 2.1 Seja G um grupo de ordem h e seja S um subgrupo de ordem g contido em G.
Qualquer que seja o subgrupo S contido em G, h deve ser sempre um multiplo inteiro de g.
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