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Vibracoes da Rede

planos de atomos nas posigdes de equilibrio
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linhas pontilhadas = planos de atomos nas posic¢oes de equilibrio

linhas solidas = planos de atomos quando deslocados

u's = deslocamentos dos planos
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g..;lg Vibragoes da Rede TNF

Cristais Tridimensionais: Se existirem p atomos por célula primitiva, ocorrerao 3p ramos na relagao de
dispersao: 3 ramos acusticos e 3p — 3 ramos oticos. Se a dimensao do cristal for d, o nimero total de
ramos € dp, o nimero de ramos acusticos é d e o numero de ramos 6ticos é pd - d.

Curvas de dispersao ao longo de uma direcao
qualquer do espaco k para uma rede tridi-
mensional com uma base de dois atomos por
célula primitiva. As trés curvas vermelhas (ramos
acusticos) sao lineares para valores de k muito
pequenos. As trés curvas verdes (ramos 6pticos)
sao quase horizontais, indicando que a interacao
intra-celular € muito mais forte que a entre as
células.
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V4 o N
Elasticas: Fonons
Para especificar a energia de um cristal harmoénico composto por N ions, deve-se considera-lo como 3N osciladores independentes.
Cada modo de vibragao, caracterizado por uma frequéncia, apresenta uma energia de vibracdo da rede que é quantizada. Um quantum
de energia é chamado fénon, em analogia com o féton para as ondas eletromagnéticas.
> Ondas elasticas em um cristal = compostas por fénons

> VibracOes térmicas da rede = fénons excitados termicamente

> Aenergia de um modo elastico de frequéncia wy, ; € &; = ( ng e+ %) hawy, ; (OH quantico)

nz . = numero de excitagdo do modo normal com vetor de onda k no ramo s e & restrito aos valores 0,1,2,-

k,s

Modo normal do ramo s com vetor de onda k esta em seu ng g ‘ésimo estado excitado = diz-se que existem ng fénons do tipo s,
com vetor de onda k presentes no cristal, ou que o0 modo esta ocupado por nz . fonons.

Termo (1/2)hwy, . = € a energia de ponto zero do modo e cada modo de wbragéo é um oscilador que estara excitado a um nivel de
energia n; hwy (k), ou seja, cada modo contém n fonos de energia ficw.

Estado do cristal inteiro = ¢é especificado fornecendo os numeros de excitagdo para cada um dos 3N modos normais e a energia total
€ apenas a soma das energias dos modos normais individuais:

-3 (2o
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V4 o N
_ Elasticas: Fonons
Para especificar a energia de um cristal harmoénico composto por N ions, deve-se considera-lo como 3N osciladores independentes.
Cada modo de vibragao, caracterizado por uma frequéncia, apresenta uma energia de vibracdo da rede que é quantizada. Um quantum
de energia é chamado fénon, em analogia com o féton para as ondas eletromagnéticas.
> Ondas elasticas em um cristal = compostas por fénons

> Vibragdes térmicas da rede = fénons excitados termicag

nz . = numero de excitagdo do modo nogas

k,s

0 do modo e cada modo de vibragdo é um oscilador que estara excitado a um nivel de

c\éss\co e .
B, Cada modo contém n fonos de energia hw.

Estado do cristal inteiro = ¢é especificado fornecendo os numeros de excitagdo para cada um dos 3N modos normais e a energia total
€ apenas a soma das energias dos modos normais individuais:

1
U = z (nE’S + E) hwﬁ’s
K,s
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Supondo que o sélido é composto por N osciladores harménicos idénticos e em equilibrio térmico, a probabilidade de excitagdo de um

modo de vibragao que contém n fénons é proporcional ao fator de Boltzman

e~fnhw (g = ;%T e kp = constante de Boltzman)

Utilizando a distribuicdo de Planck, podemos encontrar a fragdo do numero total de osciladores no estado quéntico n através da ex-

pressao da probabilidade do modo de frequéncia w conter n fénons:
ne—ﬂnhw

(00]

Z e—Bnhw

n=0

Com isso, o valor médio do numero de fénons no modo de frequéncia w é

Z ne—Bnhw soma de uma 1
P.G.infinita = 1 — e—Bnhw

n=0

co

z e~ Bnhw vamos avaliar esta soma no numerador,
— sabendo o resultado do denominador
U’ LucyV.C.Assati
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’0 | Sejax = fhw, entao

(0 0]

ze—nx= 1
1—eX
n=0
~dx[T= )
dx|1—e™*

=] L0

1—eX

(n) =

= (n) =

1 {nt’:mero medio de ocupacao de fénons

efhw _ 1 no modo normal com frequéncia w

N k,s
(com vetor de onda k no ramo s), no equilibrio térmico

{energia média do modo normal com frequéncia w-

energia total do sistema
no equilibrio térmico
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Fonons

Limite de altas temperaturas = o ndmero médio de fonons ocupando o modo
com frequéncia w € grande o suficiente para que sua energia média seja ~ kT

Limite de baixas temperaturas = o ndmero médio de fonons ocupando o modo
com frequéncia w é praticamente nulo, sendo que sua energia média é <« k,T

Podemos dizer que, de certa maneira, os modos com hw < kzT estdo com
energia =~ kzT e ocupados, enquanto que aqueles com aw > kzT estdo vazios.
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E possivel extrair de forma detalhada as relagdes de dispersdo w (k) dos modos normais através de experimentos nos
quais as vibragdes da rede trocam energia com uma sonda externa.

Vimos que a energia de néutrons, que so obtidos em reatores, com A~1 A é E ~ 0,08 eV interagem principalmente
com 0s nucleos dos atomos dos cristais = feixe de néutrons é a mais informativa das sondas para estudar fénons

A energia perdida (ganha) por um néutron ao interagir com um cristal € interpretada como sendo devida a emissao
(absorcdo) de fénons. Medindo os angulos emergentes e as energias dos néutrons espalhados pode-se extrair
informacdes diretas sobre o espectro de fénons.

Informacdes semelhantes podem ser obtidas quando a sonda é uma radiagéo eletromagnética, sendo os casos mais
importantes os raios-X e a luz visivel. Os principios gerais a esses experimentos sd0 0S mesmos, sejam as particulas
incidentes néutrons ou fétons, mas as informagdes extraidas de sondas eletromagnéticas sdo geralmente mais limitadas
ou mais dificeis de interpretar.

LucyV.C.Assati
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0" k /k 4 na direcdo [111]

Fonons TNF

Curvas de dispersao do KBr a 90K obtidas por
espectrometria de néutrons*. A extrapolacao
para k = 0 dos ramos LA (longitudinal acustico)
e TA (transversal acustico) apresenta relacao de
dispersao linear e a extrapolacao para k = 0 dos
ramos TO (transversal otico) e LO (longitudinal
Optico) sao valores constantes e sao chamados
de wT e wy,

*A. D. B. Woods, B. N. Brockhouse, R. A. Cowley e W. Cochran
Phys. Rev. 131, 1025 (1963).
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12 ZB da rede CFC
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Tipica curva de dispersao para as frequéncias normais de vibragcdo de uma rede de Bravais CFC monoatémica (Brockhouse et al.
Phys. Rev. 128, 1099 (1962))
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Fonons

estrutura do NaCl 12 /7B da rede CFC estrutura do CsCl 12 ZB da rede CS

| MgO (B,) . 0 GPa -

DN

N | Vs
| 1 f —  0GPa
— 150 GPa

r K X r L M R I' VDoS

transi¢ao de fase B;= B, acima de 227 GPa w < 0 = instabilidade mecanica

Tese de doutorado — Samuel Silva dos Santos (IFUSP - 2018 LucyV.C.Assali



Fonons

estrutura do NaCl 12 /7B da rede CFC estrutura do CsCl 12 7B darede CS

- CaO (B,) ' i ' CaO (B,) —— 40GPa
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0
r K X r

transi¢ao de fase B;= B, ~ 56 GPa

Tese de doutorado — Samuel Silva dos Santos (IFUSP - 2018 LucyV.C.Assali
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> Calor especifico do sdlido a volume constante

UST;

Experimentalmente, observa-se que o calor especifico dos sélidos, a volume constante, Cy, tende a zero a medida que a

temperatura se aproxima do zero absoluto.

Este fato nao é explicado usando-se a mecanica estatistica classica, que utiliza o teorema de equiparticao de energia.
Supondo que o cristal possua N dtomos e que cada atomo do cristal execute um MHS em torno da posicao de equilibrio, a
energia média, por oscilador, € kgT. Portanto, para um sdlido tridimensional, com N atomos e volume V, a energia interna

média seria 3NkgT e C, = 3Nkjg (Lei de Dulong-Petit)

Para temperaturas proximas
de zero o que se observa é:

Cy < T3 = isolantes
fonons

C, = AT + BT® = metais

elétrons fénons

Cy, (J/Kmole)

— Capacidade
| Calorifica
do Silicio

—

aproxima-se

—
S
)

turas

[
9
KN

S~(Cy « T2 de acordo com
0 modelo de Debye
| | | | | | |

—
9
o

de Dulong-
Petit para al-
tas tempera-

10 103 10° 107

T (K3)

—
=
=

107

107°

1071 10

Lei de Dulong-Petit

~ Capacidade -~
Calorifica
do Cobre

aproxima-se
de Dulong-
Petit

Cy « T3 de acordo
com o modelo de
Debye

Desvia do modelo de Debye:
contribuicéo eletrénica para C,,

103 10° 107
T (K°)
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» Calor especifico da rede a volume constante no modelo de Einstein

A ideia de quantizar os osciladores harmoénicos foi de Einstein que, em 1907, utilizando os resultados da teoria de ondas elasticas em
solidos, propds que a energia térmica de um oscilador com frequéncia w deveria ser (n)hw. A partir dessa ideia, ele supds que todos

os osciladores teriam a mesma frequéncia wg, ou seja, supds que a relacado de dispersdo para os modos normais de vibragédo fosse
w(k) = wg e definiu a temperatura de Einstein:

== Pardmetro dependente do material =

E — . « A .
kp a ser ajustado com a experiéncia

A energia térmica média sera
h(l)E

ePhwr — 1

(en) = (Mhwg =

e como existem N osciladores e trés graus de liberdade para cada um deles, entéo a energia térmica media total é:

_ 3Nfl(1)E
 ePhur —1

. - , au du\ (dp 3Nh2 z ePhwE
e capacidade calorifica a volume constante sera: €, = =] = ) \ar) = (
€

h — 2
or ), Bhor — 1)
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» Calor especifico da rede a volume constante no modelo de Einstein

o _ (%Y _ 3NhPwg[  ePhes
' \or . keT |(eBhwE — 1)2

hw hw 0
Como 9E=k_E e BhwE=ﬁ=>,8hwE=7E=>
B

o _3N6Ekg[ e ) N
V= T2 (ebE/T — 1)2 — BT (ebE/T — 1)2

— Para temperaturas altas: T >> 0

2 3
HE QE HE 1 HE 1 HE
— T= — — — — — L)
— 1= e 1+T+2!<T> +3!<T +

H 2
= Cy = 3Nkjg l;] ( Cy=3Nkg| =—=) leide Dulong-Petit !!! OK

LucyV.C.Assati
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» Calor especifico da rede a volume constante no modelo de Einstein

3NOEkg|  e%/T 017 efs/T
= T2 [(eeE/T —1)2 = 3Nkg [T] [(eHE/T —1)>2

—> Para temperaturas baixas: T < 6

HE QE QE
?>>1:> eT —1=eT

eT

(%)

Ok

0:1° _ok
= | Cy= 3Nkpg [?] e T e Exponencial predomina

Cy 2 0paraT - 0

~c=ama[2] | 2

» Descreve corretamente o valor de Cy, para temperaturas altas e prevé que Cy, — 0 para T — 0, apesar de a variagao de
Cy com T nao ser a observada experimentalmente (C,; & T3= isolantes)

Limitagao: supor que as ondas elasticas em um solido tém todas a mesma frequéncia, o que néo € verdade

Sucesso: supor que as oscilagdes sdo quantizadas (fénons), mostrando que € possivel ter C,; = 0 quando T — 0

LucyV.C.Assati
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> Calor especifico da rede a volume constante no modelo de Debye

Em um solido, o espectro de frequéncias proprias da rede se estende desde baixas frequéncias (oscilagcfes acusticas) até altas

A . k , A . ; . \
frequéncias (infra-vermelho). Para temperaturas altas (Aw < kgT = (n) = hle)’ 0 numero de fénons excitados é proporcional a

temperatura. Para temperaturas baixas (hw > kgT = (n) < 1), a probabilidade de excitacdo de um fénon é muito pequena.

Para temperaturas baixas (10K) s6 os modos acusticos séo térmicamente excitados, contribuindo para a energia da rede. Essas
excitacdes tém comprimento de onda A > a (a sendo da ordem do espacamento entre atomos) e, nessas condi¢des, o sélido apre-
senta uma relagao de dispersdo como no modelo do continuo elastico. Essa é a aproximacao de Debye: w = vgomk

O modelo de Debye troca todos os ramos do espectro vibracional por 3 ramos acusticos com a mesma relacdo de dispersdo. Assim,
como o espectro é extrapolado dessa maneira, deve-se introduzir uma frequéncia de corte w3, para garantir que o numero total de
modos seja igual a N para cada ramo. O ramo com a maior velocidade v,,,,, tera a maior frequéncia de corte.

Para um solido tridimensional, a frequéncia de corte wp, é:

W w7 174 1 ((‘)B)g
a) = dw = 3 3 =N
0 0 5 Vsom,s Densidade de modos: n2 de modos nor-

mais por intervalo unitario de frequéncia

1

2 /3
sS\3 _ 3N 2 3 s _ 61T“N

(wD) - 174 277'- VSOI‘I’l,S wD - VSOT)’I,,S( 174
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> Calor especifico da rede a volume constante no modelo de Debye

Energia térmica de um sélido tridimensional

U = 2f Ds(w)ng(w)hwdw

2 1
Dy(0) = oy — J t/nS(w):eﬁh—

2 3 w—1
21 som,s

Supondo o sdlido isotropico, v,y (= V) € 0 mesmo para os trés ramos acusticos (1 longitudinal e 2 transversais) e

w

ZD()_3vw2 _ U—JDBVl ho®
@) o2 v ) 2m? v ePhw —1q “
0

L _dU_ouop _ 1 aj
VAT T BT kgT? 0B ve (eb’hw—1)
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> Calor especifico da rede a volume constante no modelo de Debye

v" Definindo a temperatura de Debye: 6, = ?—D
B

2 1/3
v" Lembrando que: wp = v, (mV N)

2n /3
v' Temos que: 8, = f:’" (6”VN) = v
B

B )
Escrevendo x = ﬁ = Bhw entdo

B

3 __ X d _1 __Xp _91)
= , dw =—dx, wp=-—7= xp =—
B3h3 Bh D™ pp b— r

3
w

0
“D 3 aps T 3
_J 3V 1 hw do = 3V 1 kgT J b
=] 2n2 ViePho —19Y T o2 V3 R ex — 1
0 0

dx

Energia térmica de um
—> | sdlido tridimensional
nho modelo de Debye

LucyV.C.Assati



(). . F A

> onons

Sz S
| > Calor especifico da rede a volume constante nomodelo de Debye

= Energia térmica no limite de baixas temperaturas: T « 6,

\;

.X'3 4

3
U = ONkaT [~ j dx = U =Nk T () ©
- Bl \ g, ex — 1" —NEEN g ) 15
0

= Cy x T° em acordo com da-
= Cy > OparaT — 0 dos experimentais

LucyV.C.Assati
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> Calor especifico da rede a volume constante no modelo de Debye

= Energia térmica no limite de baixas temperaturas: T > 6,

V ho kT = 2«1 =>x «1 e e*=[1+x)

kgT
6 0
D/T . j D/T

3 3
U= oNk.T [ j Y g~ oNkT [ f 24
N B OD ex_l X = B HD x X

0 0

U—9NkTT31 T3—31va
- B \e,) 3 \e,) B

Independente de T e em acor-

dUu
= by =25 = 3Nkg do com a lei de Dulong-Petit

dT
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> Comentdrios

Um modelo alternativo para descrever o espectro
de fénons é utilizar a aproximacgéo de Debye para
0S ramos acusticos e a aproximacao de Einstein
para 0s opticos.

Exemplo: para uma rede quadrada, a primeira
zona de Brillouin é substituida por um circulo com
a mesma area. O ramo acustico & substituido
pela relagcdo de disperséo linear dentro do circulo
e 0 ramo optico € substituido pelo ramo com
frequéncia constante (wg) dentro do circulo.

AW

g —CEinstein

LucyV.C.Assati



..
s

> Comentdrios

Fonons

Comparagdo entre os dois esquemas

4 N

acustico

/

AW

£ —~Einstein

ka

Aproximagdo de Debye Aproximagdo de Debye
para todo o espectro para o ramo acustico e

de Einstein para o optico

LucyV.C. Assali
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> Comentdrios

Desvios sdo observados no comportamento de C,, com T por diversas razdes. Por exemplo, a grafite e outros

materiais que apresentam estruturas “lamelares” mostram, para baixas temperaturas, uma dependéncia com T?2.

Essa dependéncia € esperada, no modelo de Debye, para sistemas bidimensionais. Analogamente, cristais
formados por longas cadeias de atomos, como o enxofre e alguns cristais de polimeros organicos, mostram, para
baixas temperaturas, uma dependéncia com T, como esperado pelo modelo de Debye, para sistemas
unidimensionais. Outras causas de desvios sédo, por exemplo, a presenca de elétrons livres, como € o caso de

metais, a presenca de efeitos anarménicos e a existéncia de transicdes de fase de naturezas as mais diversas.

LucyV.C.Assati
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