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As operacdes de translacdo comutam entre si: {e|t}{e|s} = {e|t + s} i {e|s + t} = {e|s}He]|t}.

grupo de translacdao é abeliano = cada elemento constitui uma
classe e todas as representacdes irredutiveis sao unidimensionais

Seja T,, um vetor de transla¢ao da rede de Bravais de um cristal e @ (r) uma base para uma representagao irredutivel do
grupo de translagées: {e|T, }o (1) = 4,0 (1), pois a representac¢do é unidimensional.

Se ¢(r) é, também, autofuncdo do hamiltoniano cristalino com U(r +T,) = U(r) = He(r) = E@(r), entdo |@(1)|?
representa a distribuicdo espacial de um elétron e devemos ter que |@ (1 + T,,)|? = |@(T)|%. Se essa distribuicdo estiver
normalizada

flw(r +T,)|%dr = flcp(r)lzdr =1=1,2=1= 1, =eln

Aplicando sucessivamente duas operacoes de translacao:
{elT HelT 3o () = Apdno(r) = {e|Ty + Ty} (1) = Apyn@ (1) = Al = Ay

Essa condicao é preenchida se tomarmos 8,, = k- T,,, em que k é um vetor de onda arbitrario, sendo o mesmo para todas
as operagdes de translagdo do grupo = A4, = etkTn = cada vetor de onda k produz uma representacdo irredutivel do
grupo de translacdes, cujo caracter é ekTn,

{e|T, }o(r) = o(r + T,) = e*Trnp(r) = Teorema de Bloch = condi¢do de contorno das solucdes da equacdo do tipo
Schrodinger para uma energia potencial periddica. Assim, os autovalores e as autofuncdes dos estados monoeletronicos sao
classificados pelos vetores de onda k e usados como rétulos dos estados: Ej, € @ (7).
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Qualquer conjunto de vetores primitivos a4, a, e a; de uma dada rede de Bravais conduz a um conjunto de pontos no
espago reciproco de r (espago de Fourier), que definem uma rede reciproca que apresentam vetores de translagao G,,, tal
que
G, T, =2n X (Minteiro), V T,
que podem ser expressos em termos de um conjunto de vetores primitivos b, b, e b;:
G = g1b1 + g2b2 + g3bz, g1, 92,93 =n* inteiros,

em que os vetores primitivos da rede reciproca devem satisfazer b; - @; = 2m6;;. Escolhemos, entdo

_ 2n(azxaz)  2m(azxay) = 2n(a; Xa)
(a1-azxaz)’ 2 (a;-a;xa3) > (a;-a; xas)

1

A célula primitiva no espaco reciproco, diferentemente daquela definida no espaco direto (rede de Bravais), é convencio-
nalmente obtida através da construcao de Wigner-Seitz e é chamada 12 Zona de Brillouin. Cada estrutura cristalina tem

duas redes: a rede direta e a rede reciproca.

1¢ Zona de Brillouin = é o menor volume inteiramente contido no interior dos planos bissetores
perpendiculares aos menores vetores de translagdo da rede reciproca, desenhados a partir da origem,
e tem todas as propriedades de simetria da rede reciproca.
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Rede Reciproca: Zonas de Brillouin
Condicdo de von Laue para difracdo de raios-X por um cristal: k — k' = Ak = G = interferéncia construtiva

Podemos, entdo escrever: k' =k — G = |k'| = |k — G| = (k')? =k?+G?* -2k -G

Difracao de Raios-X e a Rede Reciproca

Sejam dois atomos da rede, separados por um vetor de translacdo da rede, como mostra a figura. O feixe da radiacao

incidente é caracterizado pelo seu vetor de onda k = (2m/A) 7 . Como o comprimento de onda nao se altera no espalhamen-
to da radiacdo, entdo a radiacdo espalhada tera k' = (2m/A) i’ . Queremos saber para que dire¢des i’ teremos interferéncia

construtiva. Da geometria da figura podemos escrever:
Taixe T-A =TcosO
LS T-A' =Tcos(mt —6) = —T cos 6’

e a diferenca de percurso entre os feixes incidente e espalhado pelos dois atomos é T cos8 + T cos 6'.
Assim, para que a interferéncia seja construtiva devemos ter:

TcosO +Tcos@' =T -A—T-A'=mA  (m = inteiro)

espalhado

Obs.: No espalhamento elastico, a energia do féton é conservada de modo que a frequéncia
do feixe emergente é igual & do feixe incidente e |k| = |k’|

LucyV.C.Assalti
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Multiplicando a equagao, para interferéncia construtiva, por 21t/A, temos

2m 21 | =z 2\ 7 Condicdo de
- S LT = ) ). T =
{ X" } 2 (k 4 ) = i von Laue

Ak = k — k' é chamado de vetor de espalhamento e ¢ uma medida da variacao do
vetor de onda durante o espa,lhamento A condicao de interferéncia construtiva de
von Laue é obedecida quando Ak = G ou seja, o vetor de espalhamento ¢ igual a
um vetor de translagao da rede reciproca (por comparagao com a expressao obtida ao

- =
desenvolvermos uma funcao peridédica em série de Fourier: G - T = 2nN). Devido a
periodicidade da rede, essa condicao é satisfeita para o cristal.

Grupo de translacoes e o teorema de Bloch

Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

Condicdo de von Laue para difracdo de raios-X por um cristal: k — k' = Ak = G = interferéncia construtiva
Podemos, entdo escrever: k' = k—G = |k'| = |k— G| = (k")? = k?+G* -2k -G
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Grupo de translacoes e o teorema de Bloch

Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

Condicdo de von Laue para difracdo de raios-X por um cristal: k — k' = Ak = G = interferéncia construtiva
Podemos, entdo escrever: k' =k — G = |k'| = |k — G| = (k')? =k?+G?* -2k -G

Como |k| = |k'| entdo |k| = |k — G| =|G? —2k-G =0

— .
espalhamento elastico l

2
> k-G=<
2

Condicdo de difragdo

Principal resultado da teoria de
espalhamento eldstico de ondas em

uma rede periddica

Interpretagdo da Equagdo de Difragdo: Brillouin

Pontos da rede reciproca

proximos do ponto O (origem) O vetor da rede reciproca G, liga os pontos O e C e o vetor G, liga
0S pontos O e D.
segmentos dados pelos vetores G, e Gp, respectivamente. Qualquer
vetor que vai da origem até o plano 1, tal como k,, podera satisfazer
a condigdo de difracdo k; - 2G. = [%GC]Z. Qualquer vetor que vai da
origem até o plano 2, tal como k,, podera satisfazer a condicdo de
difracdo k, - 2G, = [%GD]Z. Os planos 1 e 2 sdo os planos de Bragqg
e sao eles que definem as zonas de Brillouin.

Os planos 1 e 2 sao bissetores ortogonais aos

LucyV.C.Assalti
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Grupo de translacoes e o teorema de Bloch

Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

UST;

O conjunto de planos perpendiculares bissetores aos vetores de translacao da rede reciproca € muito importante na
teoria de propagacao de ondas em cristais.

Foi Brillouin quem fez a formulacdao mais importante para a condicao de difracao, a qual é usada na teoria de bandas de
energia eletronicas e na expressao das excitacoes elementares dos cristais. A onda cujo vetor de onda comeca na origem

e termina em um dos planos bissetores satisfaz a condicdo de difracdo (k' =

Fourier (reciproco) do cristal em fragmentos.

Para uma rede quadrada bidimensional estes fragmentos
estdo mostrados na figura. O quadrado central é a célula
primitiva da rede reciproca e € uma célula de Wigner-Seitz no
espaco reciproco. A célula central na rede reciproca € chamada
de primeira zona de Brillouin (ZB) e é o menor volume (area)
inteiramente contido no interior dos planos (segmentos de
reta) bissetores perpendiculares aos menores vetores de

translacao da rede reciproca, desenhados a partir da origem.
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k — G). Esses planos dividem o espaco de
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Exemplo:

Vetores primitivos || Vetores primitivos
(espago direto) (espago reciproco)

[ )
Zonas de

Brillouin

LucyV.C.Assali
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-0 Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

Z

Exemplo:

IA
==
X

IA

12 Zona de
Brillouin

IA
w

<

IA
Q] QIS

Qll Ql~

12 Zona de
Brillouin

22 Zona de
Brillouin

32 Zona de
Brillouin

42 Zona de
Brillouin

Ba Zona de
Brillouin
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Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

Rede no espaco real

Rede no espaco reciproco

o

Célula P da BCC Célula de WS da BCC

4

Célula P da FCC Célula de WS da FCC

P = Primitiva WS = Wigner-Seitz

ZB da BCC
(Célula FCC no espago k)

ZB da FCC
(Célula BCC no espago k)

ZB = 12 Zona de Brillouin

LucyV.C.Assali
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Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

O vetor de onda k que aparece no teorema de Bloch pode sempre estar confinado na primeira ZB, pois qualquer
vetor k' que ndo esteja na primeira ZB pode sempre ser escrito em funcdo de vetores de translacdo G da rede
reciproca e de vetores k que caem na primeira ZB:

K =k+G

os vetores k e k' sdo ditos equivalentes = elk' Tn = etkTn vy T, (G-T,, =2m X (n2inteiro) = el6Tn = 1)

— { Pr’' (””)} ,| satisfazem as mesmas condi¢des de contorno, tém os mesmos caracteres da

Qr(T) representacao irredutivel e podem descrever o mesmo estado eletronico.

k e k+ G = produzem os mesmos caracteres da representagao irredutivel = autovalor de energia E; € uma
funcdo multivoca de k com dominio na primeira ZB, inclusos os pontos da superficie: escolhem-se, dentre os
pontos k + G, os que satizfazem |k| < |k + G].

LucyV.C.Assalti
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Condicoes peridodicas de contorno

Cristal finito = Condicdes Periddicas de Contorno = introduzidas por Born-von Karman e conseguem dar um trata-
mento matematico adequado para se levar em considerag¢ao que um cristal é finito. Seja N; o numero de células
primitivas na dire¢ao x, N, o numero de células primitivas na dire¢gao y e N3 o numero de células primitivas na
direcao z, tal que o numero total de células primitivas no cristal € N = N; N, N;. Entao devemos ter que

or(r+ N;ja;) = @ (r), i =123.

Essas condicdes sé sao satisfeitas nos estados de Bloch se

3 3
etki(Niay) — 1 =123 = k= z kib; = Z—;b-, gj numeros inteiros.
j:l _]:1

Com isso, devido as condi¢cdes de contorno ciclico temos que

{ela;}Vi = {e|0}, i=1,23.

LucyV.C.Assalti
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Condicoes peridodicas de contorno

Condicoes de contorno ciclico = grupo espacial é finito e o teorema de ortogonalidade dos caracteres das

representacoes irredutiveis é
. !
Z el(k=K)Tn — Ng.

n

L— n2 de operacdes do grupo = n2 de células que existe no cristal

enquanto o teorema de ortogonalidade das classes escreve-se

Z elkIn=Tm) = N§, .
K

As bases para uma representacaoo irredutivel k do grupo sao func¢des do tipo

ik-r

@ (r) = e"*Tup(r), com wu(r) = u,(r+T,).

Z e~ kTn {o|T }.

n

O operador de projecao é dado por

LucyV.C.Assalti
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Vamos aplicar uma operacdo {«|0} do grupo pontual sobre uma funcdo de base da representacio irredutivel k do grupo

de translacdes: )

{0} (r) = {a|0} e* Ty (r) = ete”

"up(a=1r) = ek Ty, (a~1r).

Se T,, é um vetor de translagdo da rede de Bravais, entdo a~ 1T, também o é, e temos que
tem a periodicidade da rede
-1 -1 ~1 -1
ugla " (r+T,)|=uy(a " r+a 'T,) =u(a 1)
k[ ( n)] k( n) \ k( ‘/..-—/)

Caso ndo degenerado = u, (a~1r) difere de uy(r) somente por uma fase = efeito de {a|0} sobre ¢ (1) é produzir
uma autofuncdo de Bloch com o vetor k rodado para ak = {«|0} eik'ruk(r) é uma funcdo que pertence a represen-
tacdo ak do grupo de translacdes. Se acontecer de ak = k + G, ou seja, {«|0} produzir uma autofuncdo de Bloch com o
vetor k rodado para ak e, ao mesmo tempo, ak for o vetor k transladado de um vetor de translacdo da rede reciproca,
entdo k e ak pertencem ‘a mesma representacao irredutivel do grupo de translacdes (sdo equivalentes). Aplicando-se
todas as operacdes {a|0} do grupo pontual em um dado vetor de onda k , gera-se a chamada estrela de k (funcées
simetrizadas):

A Cada operacao do grupo pontual leva o vetor k (de uma posicao genérica) a uma nova posicao, e a estrela de
k terd h vetores, um para cada elemento de simetria. Se o vetor k estiver na direcdo de algum eixo de
simetria da primeira ZB, algumas operacdes deixarao k na mesma direcdo e a estrela de k tera menos
vetores. O conjunto das operacdes {a|0} que gera os vetores ak, satisfazendo a condicdo ak = k + G, é
chamado grupo do vetor de onda k. Este grupo do vetor de onda é um subgrupo do grupo espacial se este
ultimo for simdrfico, pois neste caso as operacdes {a|0} também pertencem ao grupo espacial.
LucyV.C.Assalti
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Num cristal, a classificacdo dos estados eletrénicos é feita em duas etapas:

1. Classificacao de acordo com as representacoes irredutiveis do grupo de translacao = definicdo dos vetores de onda k
dentro da primeira ZB;

Nova classificacdo de acordo com as representacdes irredutiveis do grupo de ponto = definicao de cada k que
pertence a um dado grupo do vetor de onda k (ak = k + G).

Método da Expansao em Ondas Planas

h? o L2 N o , .
€- o (k—G) {Czz— z Ugr_g Cz_g =0 | —> Equagdo de Schrddinger no espago reciproco:
| Fungoes de Bloch e potencial periodico

componente de Fourier da energia potencial cristalina = Ugr_g= f U(r) ei(él‘é)'FdV
|%

(o}

Para um dado estado eletrénico k na 12 ZB, a funcdo de onda é

P = ) Cpg o0
G

~ 2 — 52
equagao secular_) [det{[é‘ — Zh—m (k — G) Sarg — U@r_g;] } =0 ‘

LucyV.C.Assalti
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é( S Funcoes de Bloch e potencial periddico

Como o potencial é periddico, ou seja U(7) = U(7 + T) entdo U(7) pode ser desenvolvida em uma série de Fourier:

> iG-7
Uur)= ) Uze
vetores de translagédo da rede do espacgo reciproco e

—J Ue T d7 (Ug=U_g)
4 célula

Para expressar a funcao de onda no espaco reciproco, impondo condi¢cdes peridodicas de contorno podemaos escrever
L ,igT
Y@ = ) C;

vetores do espacgo reciproco (a nomenclatura k é re-
servada para designar os vetores g contidos na 1¢ ZB)

Resolvendo a equacdo de Schrodinger: {—— V2 + U(r)} (r) = EY(7r), temos

h Pd .o o
E tica: ——V? ———|72 E Cgze igT ZCﬁ tg-r
nergia cinética: y Y (r) =5 E g

Energia potencial: U(P)Y(7) = z Ug e iG-7 z Cge T = z z (]écgei(5+§)'77
G G g

LucyV.C.Assalti
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é( N Funcoes de Bloch e potencial periddico

- > -
Como g e G sdo indices mudos de somatdrias, entdo podemos escrever §' = g+ G e

Energia potencial: U(P)Y () = z Ugcgr_geiﬁ"
g’l

-

G

Trocando §' = G e G = G' temos

Energia potencial: U(r)y(¥) = z z U@ng_gleiﬁ'F
' g

Finalmente, o conjunto de equacdes de Schrodinger no espaco reciproco escreve-se:

LucyV.C.Assalti
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é( S Funcoes de Bloch e potencial periddico

Podemos, ainda, escrever os vetores g do espaco reciproco em fungdo dos vetores k contidos na 12 ZB e dos vetores

-

de translacao G do espaco reciproco = g = k—G etemos

LucyV.C.Assalti



Equacao de Schrodinger no espaco reciproco: ‘ | E E; I |
Funcoes de Bloch e potencial periddico

¢t z Ugr_g Cy_@» = 0 | == Conjunto de equagbes de Schrédinger no espaco reciproco

Representa¢ao matricial

LucyV.C.Assalti
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é( S Funcoes de Bloch e potencial periddico

()
{% (k—G) _ é'-¢ (g =0 | == Conjunto de equacdes de Schrédinger no espago reciproco

- -

— Esse conjunto de equacodes, para um valor fixo de k na 12 ZB e para todos os vetores de translacao G da rede reciproca,
_)

acopla somente coeficientes C cujos vetores de onda diferem de k por um vetor de translacao da rede reciproca.

— O problema original se divide em N equac¢des independentes para cada vetor de onda k na 1¢ ZB.

N
— Cada equacao é um problema cujas soluc¢des sao superposicdes de ondas planas contendo o vetor de onda k e somente
vetores que diferem de k por um vetor de translacao da rede reciproca.

%
Para um vetor de onda k na 12 ZB, podemos escrever:

Y@ = Y G 0T = o [z C. . olf
G

-

G

-

us (1) = Uy (7 + 7) Fung&o que tem a periodicidade
K K
L /_>

do potencial = fungéo de Bloch

Esse teorema é talvez o resultado
mais importante em fisica do es-
tado sélido, pois estabelece uma

fo,r'ma dnica para a solugdo dos Hl’b%(?) = elkT u%(?) == Teorema de Bloch
elétrons em um cristal

LucyV.C.Assalti
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’( > Método da Expansao em Ondas Planas

Exemplo: Rede bidimensional quadrada com parametro de rede a

Vetores de translagdo da rede direta:

T,, = nyal + ny,aj, nq,n, = inteiros

Vetores de translagdo da rede reciproca:

= 2T A 2T

ao (espaco reciproco) o Gm = g1 P + 9 79192 = Inteiros

Vetores primitivos ai Vetores primitivos
(espaco direto)

Vetores da 12 ZB:

—n/a<k,<m/a

k:kxl+ky]=> —n/askySn/a

(T = (0,0)

X=mn/a(1,0)
JM=mn/a(1,1)
A=mn/a(t,0),0<t<1
Z=n/a(1,t),0<t<1
\X=mn/a(t,t),0<t<1

LucyV.C.Assalti
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’( > Método da Expansao em Ondas Planas

Exemplo: Rede bidimensional quadrada com parametro de rede a

O grupo de simetria de ponto do quadrado é o D,, que possui 8 operagdes de simetria.

E 2C4 02(2042) 205 207
1

O efeito da aplicacdao de cada uma dessas
operagdes sobre as coordenadas (x, y) é:

1
1
1
1 operacao efeito

1
1
1
2

2 (x,y)

v, —x)
(=¥, %)
(=x,—y)
(x, =)
(—x,)

LucyV.C.Assalti



S

Classificacao dos estados eletronicos

’( > Método da Expansao em Ondas Planas

Exemplo: Rede bidimensional quadrada com parametro de rede a

UST;

A 19 /7B é um quadrado: vamos examinar a que grupos de simetria pertencem alguns pontos e linhas de alta simetria:
Ponto I' = ponto do centro da ZB e qualquer operacao do grupo do quadrado leva a ele mesmo. Assim, o ponto I' possui a

simetria completa do quadrado que é o grupo D,;
Pontos X = sdo os pontos médios dos lados da primeira zona. Um deles esta localizado em (mw/a)(1,0). O ponto
(m/a)(—1,0) é o Unico ponto na ZB que € equivalente a ele, pois apenas G = [(2m)/a](—1,0) é o vetor que satisfaz a
relagdo k' = k + G. As operagdes de simetria do ponto X sdo aquelas que levam (1t/a)(1,0) a si mesmo ou a (r/a)(—1,0).
Somente as operag¢des E, CZ, C,(1,0) e C,(0, 1) satisfazem essas exigéncias. Portanto, o ponto X pertence ao grupo Ds;

operacao

efeito

> y)

(y, _x)

(=y. x)

(—=x,—y)

(x, _y)

(=x,y)

(v, x)

(_yr _x)

LucyV.C.Assalti
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’( > Método da Expansao em Ondas Planas

Exemplo: Rede bidimensional quadrada com parametro de rede a

A 19 /7B é um quadrado: vamos examinar a que grupos de simetria pertencem alguns pontos e linhas de alta simetria:

Pontos M = vértices da ZB, cujas coordenadas sdo, respectivamente, (7/a)(1,1), (n/a)(1,—-1),(n/a)(—1,—1) e
(m/a)(—1,1). Existem vetores G que levam um vértice a todos os outros mediante a operacdo k' = k + G, o que mostra
gue todos os pontos M sao equivalentes. Assim, por aplicacao direta, pode-se verificar que todos os quatro pontos M sao
equivalentes e que D, é o grupo de simetria dos pontos M;

Ponto A = localiza-se na linha que une o ponto I' ao ponto X e é dado pelo vetor (m/a) (t,0),com 0 <t < 1. N3do existe
nenhum ponto equivalente a ele na ZB, no sentido de k' = k + G. Assim, somente as operac¢des de simetria que mantém
as suas coordenadas invariantes sdao E e C,(1,0) e o grupo é C,;

operacao efeito

(x,y)
(v, —x)
(=y.x)

(=x,—y)
(x,—y)
(=x,y)

(¥, x)

(=y,—x)
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Classificacao dos estados eletronicos

’( > Método da Expansao em Ondas Planas

Exemplo: Rede bidimensional quadrada com parametro de rede a

UST;

A 19 /7B é um quadrado: vamos examinar a que grupos de simetria pertencem alguns pontos e linhas de alta simetria:

Pontos M = vértices da ZB, cujas coordenadas sdo, respectivamente, (7/a)(1,1), (n/a)(1,—-1),(n/a)(—1,—1) e
(m/a)(—1,1). Existem vetores G que levam um vértice a todos os outros mediante a operacdo k' = k + G, o que mostra
gue todos os pontos M sao equivalentes. Assim, por aplicacao direta, pode-se verificar que todos os quatro pontos M sao
equivalentes e que D, é o grupo de simetria dos pontos M;

Ponto A = localiza-se na linha que une o ponto I' ao ponto X e é dado pelo vetor (m/a) (t,0),com 0 <t < 1. N3do existe
nenhum ponto equivalente a ele na ZB, no sentido de k' = k + G. Assim, somente as operac¢des de simetria que mantém
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as suas coordenadas invariantes sao E e C,(1,0) e o grupo é C,;

Ponto X = localiza-se na linha que une o ponto I' ao ponto M e é dado pelo
vetor (m/a) (t,t), com 0 <t < 1. Ndo existe nenhum ponto equivalente a
ele na ZB, no sentido de k' = k+ G. Assim, somente as operacbes de
simetria que mantém as suas coordenadas invariantes sao as operacoes E e
C,(1,0) e o grupo é Cy;

Ponto Z = localiza-se na linha que une o ponto X ao ponto M e é dado pelo
vetor (m/a) (1,t),com 0 <t < 1.0 ponto (/a)(—1,t) é o Unico ponto na
ZB que é equivalente a ele, como no caso do ponto X. Assim, o ponto Z
pertence ao grupo D,.
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Ponto X grupo D,
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Ponto X grupo C,

Ponto Z grupo D,
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