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Teoria de grupos: simetria e grupos de simetria

Sistemas moleculares (finitos): elementos de simetria e operacoes

Elemento
Plano de Simetria

Centro de Simetria
(centro de inversao)

Eixo proprio

Eixo improprio

Operacdo
Reflexao no plano

Inversao através de
um centro (origem)

Rotacdo ao redor do eixo

Roto-reflexdao (rotacao seguida de reflexao)

UST;

Resultado
plano (x,y) = objetoem z - —z

objetoem (x,y,2z) = (—x,—y,—2)

Eixo é: (2m)/n em torno de é

Eixo é: (2m)/n em torno de é +

reflexao no plano L ao eixo de rotacao

LucyV.C.Assalti
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Sistemas moleculares (finitos): elementos de simetria e operacoes

Elemento
Plano de Simetria

Centro de Simetria
(centro de inversao)

Eixo proprio

Eixo improprio

Nomenclatura
Operagéo
Reflexao no plano

Inversao através de
um centro (origem)

Rotacao ao redor do eixo

Roto-reflexdao (rotacao seguida de reflexao)

Notacdo de Schoenflies (mais comum)

o (O-hr Oy, O-d)

C,: (2m)/n é o angulo para
a simetria de rotacao

Sn: (2m)/n é o angulo para

a simetria de roto-reflexao

LucyV.C.Assalti
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Notacgdo Padrdo de Schoenflies

identidade sempre g2 = E, ou seja,
o™ = g,senimpar e
rotacdo propria de (2m)/n o™ = E, se n par.

reflexdo num plano Y _
sempre i“ = E, ou seja,
= reflexdo num plano horizontal (plano que passa pela origem e € perpendicular i" =1, senimpar e

ao eixo de simetria de rotacao de maior ordem) i" =E, se n par

o, = reflexdo num plano vertical (plano que contém o eixo de simetria de rotacdo de

. — m aplicacdes sucessivas = C"
maior ordem) plicac n

= sempre C} =

o, = reflexdo num plano diagonal (plano que contém o eixo de simetria de maior ordem | = CI*1 = C,; C}*t2 = CZ; ..
e é bissetor dos eixos C, perpendiculares ao eixo de simetria em questao = caso
particular de o)

Sed(C,eocl(C, =3,

rotagéo imprépria de (2m)/n Por outro lado, pode existir S,

. ) sem que exista C, e 0.
S, = C,op Inversao

LucyV.C.Assalti
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Rotagbes improprias

n aplicagdes sucessivasde S, = S;} = (C,,0) ...(C,0) =Cllc™ = C}=E e se n par c" =E = S]] =E

= Shtl =g . gnt+2 = g2,

= St = C' sem par

Neste caso, por exemplo, como expressa-se o conjunto {Se, SZ,S3,S¢, 52,58} ? .
]l —— . ~2 @5
> = 1S.,C5,1,C%,52,E
C620-2=C62=C3 3 3 Cé‘o-4:Cél'=C32 {6 3ﬂ3 6 }
Cgo° =Cro =1 )
contém C3, C% e E = opera-
¢des do eixo de rotagao Cy

s sed Sg=> 3 (5

= n par = 35, 3 Cy)2

LucyV.C.Assalti
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Rotagbes improprias

n aplicagGes sucessivas de S,, = S} = (C,,0) ...(C,,0) = Clle™ = C}! =E e se n impar c" =0 = S} =0 (*+E)
= ¢ € um plano de simetria
e C,, € um eixo de simetria

= n impar > 3S5,>3C,edo l(C,

Neste caso, por exemplo, como expressa-se o conjunto {55,55,55,55,555,55?,557,S§,S§,S§O}?

CZ2 C30 C& o Cs Cio0 C3 Clo

= 5.+ 530

= n impar = S,, gera 2n operagdes diferentes: S,, até S23" = E

2n+1 _ . C2n+2 _ 2.
ﬁSn _Sn,Sn _Sn, [N

LucyV.C.Assalti
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U Relagoes Gerais entre Operagoes e Elementos de Simetria

Operacgodes sucessivas (produto)

1. O produto de duas rotacdes proprias deve ser uma rotacao propria.
2. O produto de duas reflexdes nos planos A e B que se interseptam, formando um angulo ¢,g, € equivalente a uma
rotagao de 2¢ g em torno do eixo O definido pela intersec¢ao de A com B:

<\Reﬂexéo emA = @@@

Reflexaoem B = @w@

= rotacdo de 2¢pag = 2(a + f)emtornode 0 = (1) = (3)

= duas reflexdes produzindo uma rotagédo

LucyV.C.Assalti
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U Relagoes Gerais entre Operagoes e Elementos de Simetria

Operacgodes sucessivas (produto)

3. O produto de uma rotagao de um angulo ¢ e uma reflexao em um plano A que contém o eixo de rotagao O é uma
reflexdo em outro plano B, que contém o eixo de rotacao O, e forma um angulo de % com o plano A (metade do

angulo de rotacao). A B

Rotagao de ¢ emtornode 0 = @w@

= reflexao em B (que contém O e 4AB = %) = @ = @

Reflexdo em A (que contém 0) = 2)=(3)

= rotagao e reflexdo produzindo uma reflexdo LucyV.C. Assali
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U Relagoes Gerais entre Operagoes e Elementos de Simetria

Operacgodes sucessivas (produto)

4. Uma rotagao em torno de um eixo préprio de ordem par (2n) e uma reflexao em relagdo a um plano perpendicular
ao eixo em questdo da lugar a um centro de inversdo = C}},0 = aC},, = C,0 = 0C, =i = C,i =iC, = 0.

Relagoes importantes

= nimpar= S} =Cllo" =0
o'=0
=1
Cr =E i = Cp; CFY* = C5

= npar = oc"=Ee 35, = 3(y; Cl.o=0Cl =C,0=0C, =1
i"=E
St =E

iCz = Czl =0
Ch,o=0C, =S5,
iC, =S, =Cpi

Quaisquer dois dos elementos de simetria gy, S,,, C,, (n = par) implicam no terceiro.

LucyV.C.Assalti
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U Relagoes Gerais entre Operagoes e Elementos de Simetria

Comutacgédo

Pares de operagdes que sempre comutam:

1. Todas rotacdes em torno do mesmo eixo;
Reflexdes em planos perpendiculares entre si;
A inversao e qualquer reflexao ou rotacao;
Duas rotagdes C, sobre eixos perpendiculares;

Rotacao e reflexao num plano perpendicular ao eixo de rotacao = resulta numa rotacao impropria.

Grupos pontuais cristalogrdficos (32)

Grupos de rotagdes simples = ha um unico eixo de rotacao de ordem maior que a dos outros;
Grupos de alta simetria = ha mais de um eixo de rotacdao de maior ordem;

Grupos das moléculas lineares = sao inconsistentes com a simetria translacional dos sdlidos e serdo vistos separadamente.
Grupos das moléculas de altissima simetria = sao inconsistentes com a simetria translacional dos sélidos.

LucyV.C.Assalti
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"O"} Grupos Pontuais
» Grupos de rotacdes simples (notagdo de Schoenflies)

1. C, = simetria consiste somente de rotagdes proprias C, e sao grupos abelianos ciclicos de ordem n. Exemplo: o
grupo C, possui apenas os elementos {C,, CZ = CZ,CE = (C,)71,C{ = E}. Pode-se provar que as possiveis simetrias
rotacionais que sdao compativeis com a simetria translacional das redes cristalinas sdao as rotagdes de 2m/n,
n=123,46 = (Cq,C,, C3,C4 e Cs. Grupos de ordem n.

C,y = eixo C, e n planos de reflexdao o, que contém o eixo C,, (“verticais” = paralelos ao eixo rotacional da molé-
cula) = C,y, C3y, C4y € Cgy. Grupos de ordem 2n.

Cn,n = eixo C,, e um plano de reflexao o, (plano horizontal) no plano da molécula = Cyy, Cop, C3p, Cap € Cep. O

grupo Cyp, = {E, 05,} é também conhecido como grupo C,. Os grupos C,;, com n par incluem a simetria de inversdo
(operacao i). Grupos de ordem 2n.

S, = eixo de rotagao impropria de ordem n par, pois se n impar, sao idénticos aos C,;, = S,,5, €S, cada qual
incluindo o grupo C;,/, como subgrupo. O grupo S, = {E,i} étambém conhecido como grupo C;. Grupos de ordem n.
D,, = n eixos duplos (ou de ordem 2) perpendiculares ao eixo principal C,,. Exemplo: n = 2 = eixo principal ¢ C,,

mas como o grupo é D,, existem 2 eixos C, que sao perpendiculares ao eixo principal = grupo D, tem trés eixos C,
mutuamente ortogonais. Grupos de ordem 2n.

D,; = elementos de D,, mais planos diagonais de reflexao o4, bissetores dos eixos duplos perpendiculares ao eixo
principal de rotacdao de maior ordem. Grupos de ordem 4n.

D,, = elementos de D,, mais a reflexdao num plano horizontal o, = D,;;, possui o dobro de elementos de simetria
em relagao a D,,. Grupos de ordem 4n. LucyV.C.Assali
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-0 Grupos Pontuais
» Grupos de rotacdes simples (notagdo de Schoenflies)

Quando ha um eixo de rotagao C,, e um plano de reflexao contendo-o, devem haver n planos de reflexao, formando

A 21 . A . A . ~
angulos de o entre si e que contém o eixo C,,. Exemplo: ambénia = tem um eixo de rotagao C5 e 3 planos oy, formando

angulos de 7 /3 entre si, e que contém o eixo Cs.

» Rotagdo propria de 2m/3 emtornodez = (3
Rotac3o propria de 2(2m/3) emtornode z = (%
Rotac¢do prépria de 3(2m/3) emtornodez = C3 =E
3 Reflexdes oy, em planos que contém o eixo z (planos
paralelos ao eixo C3) com 4 = 2 /3
Sem eixos improprios

LucyV.C.Assalti




g.-;l:i Teoria de grupos: exercicio 1

Molécula de amo6nia =

Encontrar o grupo da molécula;
Encontrar a ordem do grupo;
Confeccionar a tabela de multiplicacao;
Esse grupo é ciclico? Explicar!

Esse grupo é abeliano? Explicar!
Encontrar as classes do grupo.

|‘ Entregar ateé terca-feira dia 11 de abril ‘l
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Grupos Pontuais

» Grupos de alta simetria (notagdo de Schoenflies)

T = 12 rotacdes proprias que levam um tetraedro regular em si. E o menor dentre os grupos de alta simetria.
T; = elementos de T mais reflexdes = 24 operagdes. Exemplo: CH,.
T, = elementos de T mais reflexdes e centro de inversdo, resultando em 24 operagdes = formado pelo
produto direto do grupo T com o grupo C;.

4. O = 24rotacdes proprias que levam um cubo ou um octaedro regular em si.

5. 0, = elementos de O mais reflexdes e centro de inversao, resultando em 48 operagdes = formado pelo
produto direto do grupo O com o grupo C;. E o maior dentre os grupos pontuais.

Obs.: preste atencao que alguns dos grupos pontuais compartilham seus nomes com operagdes de simetria.

» Grupos das moléculas lineares (notagdo de Schoenflies)
1. Cwxy = completa simetria rotacional sobre o eixo molecular e simetria de reflexdo em qualquer plano vertical
contendo o eixo molecular.
2. Dyp, = tem os elementos de C,, mais um plano de reflexao horizontal e eixos C, contidos nele, que passam
pelo centro da molécula (inversao). Exemplos: moléculas diatdbmicas homonucleares e moléculas lineares centro-
simétricas.

LucyV.C.Assalti
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Grupos Pontuais
» Grupos das moléculas de altissima simetria (notagdo de Schoenflies)
I, = grupo de um dodecaedro (12 faces que sao pentagonos regulares e 20 vértices) ou o de um icosaedro (20 faces

triangulares e 12 vértices) = grupo de altissima simetria = 120 operag¢des com 0s seguintes eixos e planos:
= 6 eixos Sy, cada qual com as operacdes S;o, S = Cs, S3y, Sty=CZ, Sy =S, =i, S5%,=C3, S},
S8 = %, S9 eE.

10 eixos Sg, cada qual com as operacdes Sg, S2=C3, SE=S,=1i, S¢=C? S2 e E, onde E e i ja
contidas nas operagdes dos eixos S1g.-
6 eixos Cs colineares com os eixos S;o e as operagdes s3o Cs, CZ, 653, C<, que ja estdo contidas nas
operagdes do eixo Sqj.
10 eixos C3 colineares com os eixos S¢ e as operagdes C; e C32 ja estao contidas nas operagdes de Sg.

= 15 eixos C,.

= 15 planos g que contém dois eixos C, e dois eixos Cs.

Recentemente, ficou comprovada a existéncia de uma molécula formada por 60 atomos de carbono, o Cgg, onde
atomos de carbono estao dispostos numa estrutura de gaiola quase esférica, com 12 pentagonos e 20 hexagonos.

Seguiram-se descobertas de outras moléculas com menor ou maior numero de atomos de carbono, incluindo o C,,, onde os
atomos de carbono se localizam nos vértices de um dodecaedro composto de 12 pentagonos regulares. Esta familia de
moléculas é denominada genericamente de fullerenos. O Cy e 0 C,5 possuem a simetria do grupo [, sendo exemplos de
sistemas que apresentam as simetrias mais altas conhecidas na natureza. LucyV.C.Assalti
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4 Ch 1

grupos de simetria : ds
o > Monoclinico

Cap 2/m

Triclinico

mm
Do 2922 Ortorémbico

Dap, mmm

Cy 4

Sy 4
4/m
dmm Tetragonal
42m
422

4/mmm — RedeS de
3 Bravais

Romboédrico

6m?2 Hexagonal
6mm
622
6/mmm

23
m3
43m
432
ma3m L/ucy, V.C. Assalti




S Sélidos ideais: rede e vetores de translagdo TNF

’(.. Uma rede cristalina é definida, primeiramente, por um arranjo periédico de pontos, ou seja, uma rede de pontos
abstracta, dada por trés vetores de translagdo primitivos d4, d,, d;, de modo que o arranjo de pontos no espaco
pareca o mesmo, tanto visto de uma posicdo 7 como de uma posicdo 7', dadas por

nd 4

' — 1 =n,d; + nyd, + nzds, COM nq,N,, Ny = N inteiros

=1

q
r —7=n16_l>1+n26_l>2+n36_l>3= T

T = vetores de translacdo da rede

a4, d,, a; = vetores primitivos de translagéo

0 conjunto de pontos 7' define a rede cristalina

Rede = arranjo periodico regular de pontos no espaco

LucyV.C.Assalti
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A definicdo dos vetores primitivos de translacdo {a;} garante que ndo existe nenhuma célula com volume (drea) menor
gue o definido por estes vetores, que poderia servir como bloco elementar para a construcao da rede.

Em trés (duas) dimensdes os vetores de translacdo primitivos formam um paralelepipedo (paralelograma), chamado
célula primitiva. Uma translacao da rede é definida como uma operacao que desloca o paralelepipedo (paralelograma)
paralelamente a si mesmo, através dos vetores de translacao da rede, preenchendo todo o espaco:

2D = T — nlc_l)l + nzc_iz

- 5 R R Ny, Ny, N3 = NE inteiros
3D =>T =nya; + ny,a, + nzas

O volume da célula primitiva €
definido pelos vetores primitivos:
V=|C_ilxaz'a3| —
azla,
A area da célula primitiva é
definida pelos vetores primitivos:
A — |C_l)1 X C_izl

LucyV.C.Assalti
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Contando os pontos da rede: Em duas dimensdes, a célula primitiva é um
paralelogramo e cada uma das células primitivas que podemos obter contém 4
vértices e cada vértice € compartilhado com 4 células primitivas vizinhas.
Portanto, o numero de pontos da rede na célula primitivaé 1/4 X 4 = 1.

Contando os pontos da rede: Em trés dimensdes, a célula primitiva é um
paralelepipedo que contém 8 vértices e cada vértice é compartilhado com 8
células primitivas vizinhas. Portanto, o numero de pontos da rede na célula
primitivaé 1/8 X 8 = 1.

LucyV.C.Assalti
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As redes matematicas definidas pelos vetores

= - -
2D=>T =nqa, + nya,

= - -
3D =>T =nydq + nyd, + nids

} Nnq, Ny, N3 = NS inteiros

sao chamadas

Além das operacdes de simetria de translacao, que transformam as redes nelas mesmas, existem as operacdes de simetria
pontuais: rotacoes, inversoes e reflexdes. Em torno de certos pontos especiais, no interior da célula primitiva, é possivel a
aplicacao de operacoes de simetria pontuais que transformam a rede de pontos nela mesma.

Obrigando que essa simetria rotacional esteja associada com a simetria translacional da rede, obtemos que as possiveis
rotacOes que sao compativeis com as translacoes e passiveis, portanto, de pertencer as redes cristalinas, sao as rotacoes de
2n/n, n = 1,2,3,4,6. Elas dao origem a figuras geométricas com simetrias de 32 ordem (triangulos), 42 ordem (quadrados e
retangulos) e de 62 ordem (hexagonos). Simetrias de 52 e 72 ordens ndao podem ser combinadas com a periodicidade
translacional da rede.

Um eixo de simetria de 52 ordem nao pode
existir em uma rede porque nao é possivel
preencher todo o espaco da rede mediante
uma arrumagao continua de pentagonos

LucyV.C.Assalti



S:;l:i Sdlidos ideais: rede e simetria pontual

Sejam:

A e A" = pontos da rede separados por um vetor de translacdo T (|7| = t)

R e R~ = rotacdes do vetor T de um angulo % ao redorde A e A’, levando aos
pontosdarede Pe ) = PQ = mt,m = nuUmero inteiro

LucyV.C.Assalti



Solidos ideais: rede e simetria pontual

t(m—1)

PQ—-AA' =mt—t=2h — h= >

h (m-—1) s s
AMQA’—) COSX = — = :COS(TC——):—COS(—)ﬁ
t 2 n n

(1-m)
—1<—

mt M p
R &/,0 Q

1
4
4
4

P o
/x
\\
\\
\\

t,

S
-

T

/
n.&_ \f _
AI

m‘ﬁ

ya

)
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

UST;
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t(m—1)
2

h (m-—1) s s
AMQA’—) COSX = — = zcos(n’——):—cos(—):)
t 2 n n

PQ—AA' =mt—t=2h — h=

(1-m)
—1s—

Pe
\\\ / x
\\
\\
\\

AN
N

0
A

"/n

_27r 2T 21T 21 2T

T , N N .
— = ,—, , , —> s6 rotagdes de 2n/n comn = 1,2,3,4,6 sao compativeis
n 1 6 4° 3 2

com as operacoes de translacao da rede.
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