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S:‘l} Revisao: conceitos basicos de algebra linear \ IS P
Definicdes Basicas:

Espaco Vetorial Complexo — Um conjunto V de vetores {x,y,z,...} & um espago vetorial complexo se 0s seguintes axiomas

estiverem satisfeitos:
I) A cada par de vetores x ,y € V corresponde um vetor x + y € V, chamado adicdo de x e y , tal que:

aAx+y=y+x;
b)x+(y+2z)=(x+y)+2z z€eV,

¢) 3 um unico vetor 0 € V, chamado vetor nulo, tal que x + 0 = x, Vx € V;

d) para cada vetor x € V, 3 um Unico vetor x" € V, indicado por —x, talque x + x"' = x + (—x) = 0.

IT) A cada vetor x € V e a cada numero complexo a, corresponde um vetor ax € V, com as propriedades:
)a(Bx) = (af)x,B € C;

b)(a + B)x = ax + L x;

c) alx+y)=ax+ay,yevV,

dilx=x, Vx € V.

Combinacgao Linear de Vetores — Um vetor x € V € uma combinacgéo linear de x4, -+, x,, € V, se existirem numeros complexos

aq, -, a, tais que:

x=zaixi.
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S:‘l} Revisao: conceitos basicos de algebra linear \ IS P

Definicdes Basicas:

Dependéncia Linear de Vetores — Um conjunto de n vetores ndo nulos x4, -+, x,, € V, séo linearmente dependentes (LD) se
existirem numeros complexos a4, --+, a,, ndo simultaneamente nulos tais que:
n
Z a;x; = 0 = se so for satisfeita para a; = --- = a,, = 0, entao
i=1 X1, , Xy 80 linearmente independentes (LI)

Espaco Vetorial n-dimensional — Um espaco vetorial V € n-dimensional se:
1. 3 conjuntos de n vetores LI € V;
2.V conjunto de n + 1 vetores € V é LD.

Espaco Vetorial co-dimensional — Um espaco vetorial € co-dimensional se, para qualquer inteiro k, for possivel encontrar k
vetores LI € a este espaco.

Base do Espaco Vetorial — Um conjunto de n vetores ndo nulos {e4, -+, e,,}, LI, € uma base do espaco n-dimensional se todo
vetor x € a este espaco puder ser escrito como

n

X = z X;e; = essa representacdo € unica e num espago n-dimensional

i=1 qq conjunto de n vetores ndo nulos e LI forma uma base.
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S:‘l} Revisao: conceitos basicos de algebra linear \ IS P

Definicdes Basicas:

Produto Escalar — E uma fung&o que a cada par ordenado de vetores x,y € V associa um niimero complexo (x|y) com as
propriedades

a)(x|y) = (y1x)%;
b)sep = ay + fz,coma, B € C,entdo (x|p) = a(x|y) + B(x|2z);
c) (x|]x) = 0,com (x]|x) = 0 se, e somente se, x = 0.
ié‘
Norma de um vetor — A norma de um vetor x, ndo nulo, é escrita como ||x|| = (x|x)/? e o vetor y = — x,com § € R,

[|x |l
tem norma unitaria. Um vetor de norma unitaria € dito normalizado e o procedimento de se obter y a partir de x, como definido

acima, € denominado normalizagdo = qualquer vetor ndo nulo pode ser normalizado e o resultado € determinado a menos de
uma fase e®.

Espaco Euclidiano Complexo — IE,(f) = € um espaco vetorial n-dimensional munido de produto escalar.

Vetores Ortogonais — Os vetores x e y sdo ortogonais se (x|y) = 0. Um conjunto de vetores ortogonal é composto por
vetores ortogonais dois a dois. Os vetores ndo nulos de um conjunto ortogonal s&o LI.

Conjunto Ortonormal de Vetores — Um conjunto de k vetores ndo nulos {x4, :--, x5 } é ortonormal se (xl-|xj) = §;; para todo
i,j=1,-k.

Base Ortonormal — Uma base que consiste de vetores ortonormais.

LucyV.C.Assalti



S’(ki Revisao: conceitos basicos de algebra linear \ IS P
bd Operadores Lineares:

Operadores — F' é um operador e define uma regra que associa x € V a um outro vetor Fx também € V.

Dominio e Contradominio de um Operador — Um conjunto S de vetores x para o qual £x é definido é o dominio do operador
F. O conjunto de todos os vetores F'x é o contradominio ou imagem do operador F.
Operador Linear — O é um operador linear se: 0(ax + By) = a(0x) + (0y).
Algebra de Operadores Lineares — Sejam A e B operadores lineares em um espago S de vetores x:

a) A =B = Ax =Bx, Vx€S

b) adicdo:C =A+B =Cx=Ax+Bx,Vx€S

c) multiplicagéo: D = A-B = Dx = (4-B)x = A - (Bx)

d) poténcia: A"x = A+ A x

m flores

Operador Adjunto — Um operador X satisfazendo (x|X|y) = (y|4|x)*, V¥ x,y € V, com produto escalar definido, & chama-

do de operador adjunto de A e ¢ denotado por AT. Assim (x|A|y) = (y|A|x)*. Propriedades:
a) (AB)T=BTAT
b) (A+B)T=A"+ BT

Operador Hermiteano — E um operador H que satisfaz; H

Operador Unitario — E um operador U que satisfaz: U7 = U1, LucyV.C.Assabi



S’(ki Revisao: conceitos basicos de algebra linear \ IS P
L Operadores Lineares e Matrizes:

n
X = z x;je; = x € V expresso em termos das componentes x; em relagéo a base ortonormal {e,, -+, e;,}
J=1
n n

y=Lx = y € Vel umoperadorlinear —= y=Eijej=ijEej

—J n

j=1 j=1 L>lAlej=szjek; j=1,n
k=1

Lyj — n? nimeros complexos que descrevem o efeito da aplicacdo de L em todos os vetores da base {ej} .Uma matrizn xn

cujos elementos sdo os n* nimeros complexos L, ; é a matriz L de representagéo do operador linear L com relacdo & base {ej}.

Relagdo entre as componentes n n [/ n

{y,} de y com as componentes > y= Z Ve : : = Z Lyjxi |ex = Ly = (ej|L ex)
1

{x;} de x relativo a base {ey}: k=1 - k=1 \j=

n
S Yy = z Lyjxj,k =1,---,n = notagdo matricial: Y = L X, onde X e Y sdo matrizes coluna com componentes {x} e {yy}
j=1
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] 22 Revisao: conceitos basicos de algebra linear \ IS P

2

Operadores Lineares e Matrizes:

n
Mudanga de base: {eq,---,e,} = {e1,---, ey}, também ortoganal - e; = Z Pier,j=1,-,n
k=1

= x € V expresso em termos das componentes x; em relagdo a base ortonormal {e?, -+, e} =

n n n n n n
x=zx]e]=>x=zx]<szje;(>=z Pk]x] e;C=>x,’c=szjxj,k=1,---,n:» X'=PX
- - - —1

J=1 j=1 k=1 k=1 \j=1 j=

Matriz Ortogonal — E uma matriz P com a propriedade: Pt = P~ (PtP = ]) = se {e,---,e,} & uma base ortonormal de V e

entdo {e, :--, e}, } também é uma base ortonormal de V e o determinante de P é +1 ou —1.
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S’(ki Revisao: conceitos basicos de algebra linear \ IS P

Operadores Lineares e Matrizes:

Transformacao de Semalhancga

SeY=LX, Y=PYe X=PX =Y=PLX=PLP X

Entdo Y'=L X' com |L'= P L P~!| = transformagéo de semalhanca

L' e L s&o equivalentes = representam o mesmo operador L com relagéo a duas bases diferentes em V

Propriedades:
1. Ostragos de L e L' s&oiguais.

2. Os determinantes de L e L' sao iguais.
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2&;12 Representacao de um Grupo

Representacdao = uso de entidades matematicas (homomaorficas ao grupo original)
Matrizes quadradas lineares e n3o singulares: I'(4) para cada elemento A do grupo G:
r(A)r(B) =r(4AB)

Matrizes — satisfazem a tabela de multiplicacdo do grupo e T'(E) = E =1 (matriz identidade)
— cada elemento do grupo é representado por uma matriz diferente

Dimensionalidade da representacao — numero de linhas e colunas da matriz

Propriedades das representacdes matriciais:

a) T(A) =00oul — representacdes triviais do grupo G

b) T(B™YH) =r"1(B)

c) SeI"(4) =S7Ir(4)S entoI'(A)I'(B) =T'(4AB) = I''(AT'(B) = [S”Ir(4A)S][S™II'(B)S]=
b ~ SIT(A)I'(B)S = S"T(AB)S = I''(4B)

uma transformacao de semelhanca ndo altera as equacdes matriciais e as matrizes
I'’, como as matrizes I, também formam uma representacio equivalente do grupo G

essa transformacao pode ser uma mudanca de base
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2&;12 Representacao de um Grupo | ISS P

Exemplo = Grupo de ordem 6: grupo do triangulo equilatero ou grupo de permutacao P5 (isomorfos)

rotacao de = em torno de A

rotacao de = em torno de B

rotacao de = em torno de C

rotacéo de 2[(2m)/3] em torno de D
rotacéo de (2m)/3 em torno de D
identidade
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Representacdao de um Grupo

Exemplo = Grupo de ordem 6: grupo do triangulo equilatero ou grupo de permutacao P5 (isomorfos)

E A B C D F

Grupo de matrizes quadra-
das 2 X 2 que possui a mes- ==
ma tabela de multiplicacao

)= [

1 0]

[(E) = [0 1

—1/2
—/3/2

—@/2]

1/2

rw=|; ]| '(8) =

V3/2
—1/2

—-1/2

rp)= V3/2

] [(F) =

—1/2 \/??/2]
V3/2  1/2

—1/2

—\/§/2]

V3/2 —1/2

(triangulo é uma figura 2D)

== T'(A)I'(F) =

== T'(F)I'(4) =

1 o] [— 1/2
0 —11|+/3/2
—1/2 —/3/2

V3/2 —1/2

—/3/2]
—1/2 |

[

—/3/2
1/2

V3/2
1/2

[ —1/2
—V/3/2
(—1/2
V/3/2

]z r(c)

] =T'(B)
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S’(ki Redutibilidade de uma representacao \ IS P

Representacdes redutiveis (RR) e irredutiveis (Rl) = uma representacdao pode ser obtida tomando-se duas ou mais
representacdes para construir uma nova representacao de dimensionalidade maior (matrizes maiores) através da

combinacao das matrizes. Para o elemento A, por exemplo:

0 Matrizes representando o elemento
F4) = ( ) P

/ 0 A nas representacdes originais

representacdo de 4 na nova representacdo maior = representacdo I'(4) é dita redutivel

Redutibilidade: pode ser ocultada pela aplicacdo de uma transformacao de semelhanca que mistura aleatoriamente
linhas e colunas, levando a uma representacao equivalente que nao esta na forma de blocos, ou vice-versa.

Critério para redutibilidade: é possivel reduzir as matrizes que representam todos os elementos do grupo na forma
de blocos (com a mesma estrutura) pela mesma transformacao de semelhanca. Se tal transformacao nao for possivel

entao a representacao é dita irredutivel

LucyV.C.Assalti




S’(ki Redutibilidade de uma representacao \ IS P

Representacdes redutiveis (RR) e irredutiveis (Rl) = uma representacdao pode ser obtida tomando-se duas ou mais
representacdes para construir uma nova representacao de dimensionalidade maior (matrizes maiores) através da

combinacao das matrizes. Para o elemento A, por exemplo:

0 Matrizes representando o elemento
F4) = ( ) P

/ 0 A nas representacdes originais

representacdo de 4 na nova representacdo maior = representacdo I'(4) é dita redutivel

Redutibilidade: pode ser ocultada pela aplicacdo de uma transformacao de semelhanca que mistura aleatoriamente
linhas e colunas, levando a uma representacao equivalente que nao esta na forma de blocos, ou vice-versa.

Critério para redutibilidade: é possivel reduzir as matrizes que representam todos os elementos do grupo na forma
de blocos (com a mesma estrutura) pela mesma transformacao de semelhanca. Se tal transformacao nao for possivel
entdao a representacao é dita irredutivel = nao pode ser expressa em termos de uma representacao de menor
dimensionalidade. Veremos que o numero de Rl é igual ao numero de classes do grupo de ponto.
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S’(ki Redutibilidade de uma representacao | |S P

Representacdes redutiveis (RR) e irredutiveis (Rl) = uma representacdao pode ser obtida tomando-se duas ou mais
representacdes para construir uma nova representacao de dimensionalidade maior (matrizes maiores) através da
combinacao das matrizes. Para o elemento A, por exemplo:

0 Matrizes representando o elemento
F4) = ( ) P

0 A nas representacoes originais

representacdo de 4 na nova representacdo maior = representacdo I'(4) é dita redutivel

= TI'(4) redutivel transformacao de semelhanca

ric4) 0
S~ )S = = = Fl A FZ A
C@s-e)- (" L0 )T erw
representacdo que nao esta na forma de blocos /

representacao que esta na forma de blocos

/

Definicdo = a matriz T'(4) é dita ser a[soma direta) de I'*(4) e T'?(A). Emgeral: T =Y a;T'%, com a; € N, ou
seja T=a,T'@® @ a,I" @@ a,I'’. Observacdo: As matrizes I'* sso RI.
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S’(b Representacao matricial das operagoes de simetria | |SS|'_]
-0 de um grupo de ponto

v Cada operacdo de simetria de um grupo de ponto pode ser expressa como uma transformacdo matricial do tipo

v" As matrizes devem se comportar da mesma forma que os elementos do grupo e T(4)T'(B) = I'(4B)
v' A representacdo deve estar em correspondéncia com a tabela de multiplicacdo do grupo

v" A forma dessas matrizes depende da base escolhida

v' Muitas representacdes sdo, em geral, possiveis e a ordem das matrizes pode variar

L] 7 7 Z
Exemplo = sistema: molécula de agua T y
~

base: vetores cartesianos

, 1 0 0
ATl el el
H H 0 0 1

sistema de
coordenadas
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>‘[; Representacao matricial das operagoes de simetria | ISS |:]
de um grupo de ponto

(', = Rotagao prépria de 27/2 em torno de z

ZI

1 x' =novox = —x
X 4—,0 — y =novoy = —y —
y’H/ \H z' =novo z=12z

matriz que
representa (',

I I =

[ novas ] matriz de ” velhas ]:[ novas coordenadas]

coordenadas

em termos das velhas

transformacao| | coordenadas
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N 2 Representacao matricial das operagoes de simetria
-0 de um grupo de ponto

0y = Reflexdo no plano xz

ZI

1 x' =novox =x 0
—— /O\—>X' —— y' =novoy=-y -1 0
y’H, H z'=novo z=7z 0 1

matriz que
representa Jy,

x' =novox = —x —1 0 OlIx —X
y'=novoy =y = 0 1 OHy =y
0 O

1

- 7
'

z' =novo z=2z 7

matriz que
!/
representa 0y,
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>‘[; Representacao matricial das operagoes de simetria | ISS |:]
de um grupo de ponto

Uma representagao possivel do grupo C,y, associada a base (x, y, z), é formada pelas matrizes:

1 0 0 -1 0 0 1 0 0 -1 0 0
r(E)=[o 1 0] r(cz)=[ 0 -1 o] r(av)=[o —1 0] r(a¢)=[ 0 1 o]
0

0 0 1 0O 0 1 0O 0 1 0 1

Exemplo de verificacao de representacdes matriciais:

-1 0 O]t 0 O
r(cz)r(av)=[0 ~1 0”0 ~1 ]

0O 1110 0 1

[ ] 1 0 O
[F(Cz)F(G\';)]F(Uv)={[ ‘ [0 1 0]=F(E)

0 0 1

|

= I'(E)

] ] 1 0 O

[F(CT (o) (ay) = 4| O 010
] | ] 0 0 1
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S’(b Representacao matricial das operagoes de simetria | |SS|'_]
-0 de um grupo de ponto

Exemplo de verificacao de representacdes matriciais:

Z I z'
T e H [—x] T x’w l
/’_-x y’ = |-y Zl Xl— y” = y’ =\|Yy ZII
7|\ Y .7 \ 17 /
y W |w lFl b7 T y‘H/o H Y / ’ T .y
~ PPN = , 0,
YH H /

! —X

l

. !/
CZ O-V - Uv
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S’(b Representacao matricial das operagoes de simetria \ ISS |:|
-0 de um grupo de ponto

As matrizes I obtidas que representam as operag¢des de simetria do grupo de ponto C,, , associadas a
base (x,y, z), ja se encontram na forma de blocos, na forma de matrizes 1 X 1:

1] 0 O [—1] 0 1] 0 0 [-1] ©
reE) =0 [1] 0] r(c2)=l 0 0] r(av):lo [-1] 0 r(av')=l 0
] ]

0 0 [1 0 [1 0 0 [1] 0 0

—> podemos concluir que a representagdo matricial I' de dimensdo 3 das operagdes E, C,, o, o, €
redutivel e que as 3 representacdes sao formadas por matrizes 1 X 1:

!/ . ~ . 4. .
E Oy Como este grupo possui 4 classes, entao deve existir mais uma
representacao, além destas 3, que iremos obter mais adiante.

o nao podem mais ser reduzidas através de trans-
1] formacdes do tipo I''(4) = S™II'(4)S, ou seja,
. sao irredutiveis

1], [, [1], [1]

" Qualquer representacao I' redutivel de um grupo é composta por duas ou mais representacoes irredutiveis.
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