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 Cada operação de simetria de um grupo de ponto pode ser expressa como uma transformação matricial do tipo

Novas coordenadas = (matriz transformação) antigas coordenadas

 As matrizes devem se comportar da mesma forma que os elementos do grupo e 𝚪 𝐴 𝚪 𝐵 = 𝚪 𝐴𝐵
 A representação deve estar em correspondência com a tabela de multiplicação do grupo
 A forma dessas matrizes depende da base escolhida
 Muitas representações são, em geral, possíveis e a ordem das matrizes pode variar

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Representação matricial das operações de simetria
de um grupo de ponto

Exemplo ⇒ sistema: molécula de água
base: vetores cartesianos
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Uma representação possível do grupo 𝐶2v, associada à base (𝑥, 𝑦, 𝑧), é formada pelas matrizes:

𝚪(E) =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝚪(𝐶2) =
−1 0 0

0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v) =
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v
′) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Representação matricial das operações de simetria
de um grupo de ponto

Exemplo de verificação de representações matriciais: 

𝚪(𝐶2)𝚪(𝜎v) =
−1 0 0

0 −1 0
0 0 1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

=
−1 0 0

0 1 0
0 0 1

= 𝚪(𝜎v
′)

𝚪 𝐶2 𝚪 𝜎v
′ 𝚪 𝜎v =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

=
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

= 𝚪(E)

[𝚪(𝐶2)𝚪(𝜎v)]𝚪 𝜎v
′ =

−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

1 0 0
0 −1 0
0 0 1

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

=
−1 0 0

0 1 0
0 0 1

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

=
1 0 0
0 1 0
0 0 1

= 𝚪(E)



As matrizes 𝚪 obtidas que representam as operações de simetria do grupo de ponto 𝐶2v , associadas à
base (𝑥, 𝑦, 𝑧), já se encontram na forma de blocos, na forma de matrizes 1 × 1:

𝚪(E) =

[1] 0 0
0 [1] 0

0 0 [1]
𝚪(𝐶2) =

[−1] 0 0
0 [−1] 0

0 0 [1]
𝚪(𝜎v) =

[1] 0 0
0 [−1] 0

0 0 [1]
𝚪( 𝜎v

′) =

[−1] 0 0
0 [1] 0

0 0 [1]

 podemos concluir que a representação matricial 𝚪 de dimensão 3 das operações E, C2, 𝜎v, 𝜎v
′ é

redutível e as 3 representações formadas pelas matrizes 1 × 1:

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1. 1 , −1 , 1 , −1

2. 1 , −1 , −1 , 1

3. 1 , 1 , 1 , 1

não podem mais ser reduzidas através de trans-
formações do tipo 𝚪′ 𝐴 = 𝐒−1𝚪 𝐴 𝐒, ou seja,
são irredutíveis

 Qualquer representação 𝚪 redutível de um grupo é composta por duas ou mais representações irredutíveis.

Como este grupo possui 4 classes, então deve existir mais uma
representação, além destas 3, que iremos obter mais adiante.

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Representação matricial das operações de simetria
de um grupo de ponto



Primeiro Lema de Schur: Suponha uma matriz 𝐌 que comuta com todas as matrizes 𝚪1 𝐴 de uma representação

irredutível do grupo 𝔾 tal que 𝚪1 𝐴 𝐌 = 𝐌 𝚪1 𝐴 ∀ 𝐴 ∈ 𝔾, então 𝐌 = 𝑐𝐈, com 𝑐 ∈ ℂ.

Corolários:

i. Se o lema se sustenta com 𝐌 ≠ 𝑐𝐈 , com 𝑐 ∈ ℂ, então 𝚪1 𝐴 é uma RR.
ii. Todas as RI de grupos abelianos são unidimensionais. 

Segundo Lema de Schur: Suponha que temos duas RI do grupo 𝔾: 𝚪1 𝐴 de dimensão 𝑛1 e 𝚪2 𝐴 de dimensão 𝑛2

para cada elemento 𝐴 do grupo 𝔾, e uma matriz 𝐌 𝑛1 × 𝑛2 tal que 𝚪1 𝐴 𝐌 = 𝐌 𝚪2 𝐴 ∀ 𝐴 ∈ 𝔾, então

i. Se 𝚪1 𝐴 e 𝚪2 𝐴 não são equivalentes então 𝐌 = 0
ii. Se 𝐌 ≠ 0 então 𝚪1 𝐴 e 𝚪2 𝐴 são equivalentes

 Matriz Hermitiana: H† = H ⟹ H𝑗𝑖
∗ = H𝑖𝑗

 Matriz Unitária: U† = U−1 ⟹ U𝑗𝑖
∗ = U−1

𝑖𝑗 ⟹ Toda representação de um grupo finito usa matrizes unitárias:

𝚪† 𝐴 = 𝚪−1 𝐴

Qualquer matriz 𝚲 que comuta com todas as matrizes de uma representação irredutível de um grupo finito é uma
matriz escalar ⟹ 𝚲 = λ𝐈.

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Teoremas fundamentais



O Grande Teorema da Ortogonalidade: Considere todas as RI, não equivalentes e unitárias do grupo 𝔾, de ordem ℎ,
com elementos {E, 𝐴, . . . , 𝑅, . . . , 𝑆, . . . }. Se 𝚪𝛼 e 𝚪𝛽 são duas dessas representações, de dimensões 𝑑𝛼 e 𝑑𝛽, então,

devemos ter que

෍

𝑅

𝚪𝑖𝑗
∗ 𝛼 𝑅 𝚪𝑘𝑙

𝛽
𝑅 =

ℎ

𝑑𝛼
𝛿𝛼𝛽𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙,

cuja soma em 𝑅 é efetuada sobre todos os elementos do grupo.

𝚪𝛼 𝑅 ⇒ matriz que representa a operação 𝑅 da 𝛼-ésima representação

𝚪𝑖𝑗
𝛼 𝑅 ⇒ elemento da 𝑖-ésima linha e 𝑗-ésima coluna da matriz 𝚪𝛼 𝑅

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Teoremas fundamentais



Exemplo de uma tabela ou 
tábua de caracteres 

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝐷3 E 2𝐶3 3𝐶2

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝚪𝟏

𝚪𝟐

𝚪𝟑

Dado um grupo 𝔾, de ordem ℎ, os números

𝜒𝛼 𝑅 = ෍

𝑖

𝚪𝑖𝑖
𝛼 𝑅 = tr 𝚪𝛼 R ,

que expressam os valores dos traços das matrizes da representação 𝚪𝛼, são chamados caracteres da representação. 

Consequências:
i. representações equivalentes têm os mesmos caracteres, uma vez que o traço de duas matrizes

equivalentes por transformação unitária são iguais;
ii. o caracter de todos os elementos pertencentes à mesma classe são iguais, pois 𝚪′ 𝐴 = 𝐒−1𝚪 𝐴 𝐒 ⟹

tr 𝚪′ 𝐴 = tr 𝚪 𝐴 ;
iii. a designação de caracter da classe 𝒞𝜇 é 𝜒𝛼(𝒞𝜇);

iv. o caracter do elemento identidade E, de uma dada representação do grupo, é igual à dimensionalidade
dessa representação.

Caracteres de uma representação

Teoremas fundamentais



representações irredutíveis 𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝐷3 E 2𝐶3 3𝐶2

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝚪𝟏

𝚪𝟐

𝚪𝟑

Dado um grupo 𝔾, de ordem ℎ, os números

𝜒𝛼 𝑅 = ෍

𝑖

𝚪𝑖𝑖
𝛼 𝑅 = tr 𝚪𝛼 R ,

que expressam os valores dos traços das matrizes da representação 𝚪𝛼, são chamados caracteres da representação. 

Consequências:
i. representações equivalentes têm os mesmos caracteres, uma vez que o traço de duas matrizes

equivalentes por transformação unitária são iguais;
ii. o caracter de todos os elementos pertencentes à mesma classe são iguais, pois 𝚪′ 𝐴 = 𝐒−1𝚪 𝐴 𝐒 ⟹

tr 𝚪′ 𝐴 = tr 𝚪 𝐴 ;
iii. a designação de caracter da classe 𝒞𝜇 é 𝜒𝛼(𝒞𝜇);

iv. o caracter do elemento identidade E, de uma dada representação do grupo, é igual à dimensionalidade
dessa representação.

Caracteres de uma representação

Teoremas fundamentais



classes e # de elementos

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝚪𝟏

𝚪𝟐

𝚪𝟑

E 2𝐶3 3𝐶2

Dado um grupo 𝔾, de ordem ℎ, os números

𝜒𝛼 𝑅 = ෍

𝑖

𝚪𝑖𝑖
𝛼 𝑅 = tr 𝚪𝛼 R ,

que expressam os valores dos traços das matrizes da representação 𝚪𝛼, são chamados caracteres da representação. 

Consequências:
i. representações equivalentes têm os mesmos caracteres, uma vez que o traço de duas matrizes

equivalentes por transformação unitária são iguais;
ii. o caracter de todos os elementos pertencentes à mesma classe são iguais, pois 𝚪′ 𝐴 = 𝐒−1𝚪 𝐴 𝐒 ⟹

tr 𝚪′ 𝐴 = tr 𝚪 𝐴 ;
iii. a designação de caracter da classe 𝒞𝜇 é 𝜒𝛼(𝒞𝜇);

iv. o caracter do elemento identidade E, de uma dada representação do grupo, é igual à dimensionalidade
dessa representação.

Caracteres de uma representação

Teoremas fundamentais



𝜒1(𝐶2)

𝜒3(E)
𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝐷3 E 2𝐶3 3𝐶2

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝚪𝟏

𝚪𝟐

𝚪𝟑

Dado um grupo 𝔾, de ordem ℎ, os números

𝜒𝛼 𝑅 = ෍

𝑖

𝚪𝑖𝑖
𝛼 𝑅 = tr 𝚪𝛼 R ,

que expressam os valores dos traços das matrizes da representação 𝚪𝛼, são chamados caracteres da representação. 

Consequências:
i. representações equivalentes têm os mesmos caracteres, uma vez que o traço de duas matrizes

equivalentes por transformação unitária são iguais;
ii. o caracter de todos os elementos pertencentes à mesma classe são iguais, pois 𝚪′ 𝐴 = 𝐒−1𝚪 𝐴 𝐒 ⟹

tr 𝚪′ 𝐴 = tr 𝚪 𝐴 ;
iii. a designação de caracter da classe 𝒞𝜇 é 𝜒𝛼(𝒞𝜇);

iv. o caracter do elemento identidade E, de uma dada representação do grupo, é igual à dimensionalidade
dessa representação.

Caracteres de uma representação

Teoremas fundamentais



⇒ unidimensional

⇒ unidimensional

⇒ bidimensional

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝐷3 E 2𝐶3 3𝐶2

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝚪𝟏

𝚪𝟐

𝚪𝟑

Dado um grupo 𝔾, de ordem ℎ, os números

𝜒𝛼 𝑅 = ෍

𝑖

𝚪𝑖𝑖
𝛼 𝑅 = tr 𝚪𝛼 R ,

que expressam os valores dos traços das matrizes da representação 𝚪𝛼, são chamados caracteres da representação. 

Consequências:
i. representações equivalentes têm os mesmos caracteres, uma vez que o traço de duas matrizes

equivalentes por transformação unitária são iguais;
ii. o caracter de todos os elementos pertencentes à mesma classe são iguais, pois 𝚪′ 𝐴 = 𝐒−1𝚪 𝐴 𝐒 ⟹

tr 𝚪′ 𝐴 = tr 𝚪 𝐴 ;
iii. a designação de caracter da classe 𝒞𝜇 é 𝜒𝛼(𝒞𝜇);

iv. o caracter do elemento identidade E, de uma dada representação do grupo, é igual à dimensionalidade
dessa representação.

Caracteres de uma representação

Teoremas fundamentais



Todos os grupos apresentam uma RI totalmente simétrica,
unidimensional, com caracteres unitários para todas as
operações do grupo ⇒ essa RI é, em geral, rotulada por 𝐴1

𝐴1 

𝐴2 

𝐸 

E 3𝐶2 2𝐶3

𝚪𝟏

𝚪𝟐

𝚪𝟑

1 1 1

1 − 1 1

2 0 − 1
𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Dado um grupo 𝔾, de ordem ℎ, os números

𝜒𝛼 𝑅 = ෍

𝑖

𝚪𝑖𝑖
𝛼 𝑅 = tr 𝚪𝛼 R ,

que expressam os valores dos traços das matrizes da representação 𝚪𝛼, são chamados caracteres da representação. 

Consequências:
i. representações equivalentes têm os mesmos caracteres, uma vez que o traço de duas matrizes

equivalentes por transformação unitária são iguais;
ii. o caracter de todos os elementos pertencentes à mesma classe são iguais, pois 𝚪′ 𝐴 = 𝐒−1𝚪 𝐴 𝐒 ⟹

tr 𝚪′ 𝐴 = tr 𝚪 𝐴 ;
iii. a designação de caracter da classe 𝒞𝜇 é 𝜒𝛼(𝒞𝜇);

iv. o caracter do elemento identidade E, de uma dada representação do grupo, é igual à dimensionalidade
dessa representação.

Caracteres de uma representação

Teoremas fundamentais



⇒ Se esse grupo tem 𝑝 classes, 𝒞𝜇 = E, 𝒞2, ⋯ 𝒞𝑝, com respectivamente 1, 𝑁2, ⋯ , 𝑁𝑝, elementos, podemos colecionar 

os elementos do grupo de acordo com as classes, em que os 𝜒𝛼 𝑅 são iguais, e a equação acima toma a forma

෍

𝜇

𝜒∗ 𝛼 𝒞𝜇 𝜒
𝛽

𝒞𝜇 𝑁𝜇 = ℎ 𝛿𝛼𝛽,

onde a soma é sobre as 𝑝 classes.

Teorema:
 O número de representações irredutíveis de um grupo 𝔾, de ordem ℎ, é igual ao número de classes 𝑝 do grupo.

Relação de Ortogonalidade dos Caracteres: Os caracteres 𝜒𝛼 𝑅 e 𝜒𝛽 𝑅 associados a duas RI 𝚪𝛼 e 𝚪𝛽 de um
grupo 𝔾, de ordem ℎ, satisfazem a relação de ortogonalidade

෍

𝑅

𝜒∗ 𝛼 𝑅 𝜒
𝛽

𝑅 = ℎ 𝛿𝛼𝛽.

Note que a soma é sobre todas as operações do grupo.

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲
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Teoremas fundamentais

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Segunda Relação de Ortogonalidade dos Caracteres: Seja um grupo 𝔾, de ordem ℎ, com 𝑝 classes. Se 𝑁𝜇 for o número

de elementos da classe 𝒞𝜇, então

෍

𝛼

𝜒∗ 𝛼 𝒞𝜇 𝜒𝛼 𝒞𝜈 =
ℎ

𝑁𝜇
𝛿𝜇𝜈.

Teorema da dimensionalidade: Seja um grupo 𝔾, de ordem ℎ, com 𝑝 classes. Se 𝑑𝛼 for a dimensão da representação
𝚪𝛼, então

෍

𝛼

𝑑𝛼
2 = ℎ.

Grande Teorema da Ortogonalidade ⟹ mostra que todos esses vetores são mutuamente ortogonais no espaço
vetorial ℎ-dimensional.

Espaço dos elementos do grupo ⟹ pode ser interpretado como um espaço vetorial ℎ-dimensional, cujos vetores são
os elementos das matrizes das representações. Cada um desses vetores indexados pelas operações
{E, 𝐴, . . . , 𝑅, . . . , 𝑆, . . . } e possui ℎ componentes.

Uma vez que a dimensão da representação 𝚪𝛼 é 𝑑𝛼, as matrizes desta representação possuem 𝑑𝛼
2 elementos (que

são os vetores desse espaço). Então, de acordo com o Teorema da Dimensionalidade, os vetores de todas as

representações do grupo totalizam σ𝛼 𝑑𝛼
2 , que deve ser igual a ℎ.



𝐸𝑥𝑒𝑚𝑝𝑙𝑜 ⇒ voltando à tabela mostrada anteriormente:

tabela de caracteres 

Aplicação dos conceitos

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

E 2𝐶3 3𝐶2

Grupo de ordem 6 (triângulo equilátero) ⇒ Grupo 𝐷3 que possui 6 elementos de simetria e 3 classes (E , 2𝐶3, 3𝐶2)
⇒ 3 representações irredutíveis, duas unidimensionais (𝑨𝟏 e 𝑨𝟐) e uma bidimensional (𝑬)

Relação de Ortogonalidade dos Caracteres

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

E 2𝐶3 3𝐶2

෍

𝑅

𝜒∗ 𝛼 𝑅 𝜒
𝛽

𝑅 = ℎ 𝛿𝛼𝛽

⇒ ෍

𝜇

𝜒∗ 𝛼 𝒞𝜇 𝜒
𝛽

𝒞𝜇 𝑁𝜇 = ℎ 𝛿𝛼𝛽 = 1(1)(2) + 2(1)(−1) + 3(−1)(0) = 0

RI são ortogonais entre si. A soma do produto dos caracteres, multiplicados juntos para cada
classe, para qualquer par de RI é nula ⇒ ortogonalidade entre linhas da tabela de caracteres



෍

𝛼

𝜒∗ 𝛼 𝒞𝜇 𝛘𝛼 𝒞𝜈 =
ℎ

𝑁𝜇
𝛿𝜇𝜈 ⟹ 1 1 + 1 −1 + (2)(0) = 0

tabela de caracteres 

Exemplo ⇒ voltando à tabela mostrada anteriormente:

Segunda Relação de Ortogonalidade dos Caracteres

Para todas as RI do grupo, a soma do produto dos caracteres, para qualquer par
de classes, é nula ⇒ ortogonalidade entre colunas da tabela de caracteres

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

E 2𝐶3 3𝐶2𝐷3

E 2𝐶3 3𝐶2

Aplicação dos conceitos

Grupo de ordem 6 (triângulo equilátero) ⇒ Grupo 𝐷3 que possui 6 elementos de simetria e 3 classes (E , 2𝐶3, 3𝐶2)
⇒ 3 representações irredutíveis, duas unidimensionais (𝑨𝟏 e 𝑨𝟐) e uma bidimensional (𝑬)



෍

𝛼

𝜒∗ 𝛼 𝒞𝜇 𝛘𝛼 𝒞𝜈 =
ℎ

𝑁𝜇
𝛿𝜇𝜈 ⟹ 1 1 + 1 1 + (2)(−1) = 0

tabela de caracteres 

Exemplo ⇒ voltando à tabela mostrada anteriormente:

Segunda Relação de Ortogonalidade dos Caracteres

Para todas as RI do grupo, a soma do produto dos caracteres, para qualquer par
de classes, é nula ⇒ ortogonalidade entre colunas da tabela de caracteres

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

E 2𝐶3 3𝐶2

E 2𝐶3 3𝐶2

Aplicação dos conceitos

Grupo de ordem 6 (triângulo equilátero) ⇒ Grupo 𝐷3 que possui 6 elementos de simetria e 3 classes (E , 2𝐶3, 3𝐶2)
⇒ 3 representações irredutíveis, duas unidimensionais (𝑨𝟏 e 𝑨𝟐) e uma bidimensional (𝑬)



෍

𝛼

𝜒∗ 𝛼 𝒞𝜇 𝜒𝛼 𝒞𝜈 =
ℎ

𝑁𝜇
𝛿𝜇𝜈 ⇒ ෍

𝛼

𝜒𝜇
𝛼(𝒞𝜇)

2
𝑁𝜇 = ℎ ⇒ 1[ 1 2 + 1 2 + 2 2] = 6

tabela de caracteres 

Exemplo ⇒ voltando à tabela mostrada anteriormente:

Segunda Relação de Ortogonalidade dos Caracteres

Para todas as RI do grupo, a soma do quadrado dos caracteres de uma classe,
multiplicados pelo número de elementos da classe, é igual à ordem do grupo

Teorema da dimensionalidade

෍

𝛼

𝑑𝛼
2 = ℎ ⟹ 1 2 + 1 2 + 2 2 = 6

ordem do grupo

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3 E 2𝐶3 3𝐶2

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

E 2𝐶3 3𝐶2

Aplicação dos conceitos

Grupo de ordem 6 (triângulo equilátero) ⇒ Grupo 𝐷3 que possui 6 elementos de simetria e 3 classes (E , 2𝐶3, 3𝐶2)
⇒ 3 representações irredutíveis, duas unidimensionais (𝑨𝟏 e 𝑨𝟐) e uma bidimensional (𝑬)



෍

𝛼

𝜒∗ 𝛼 𝒞𝜇 𝜒𝛼 𝒞𝜈 =
ℎ

𝑁𝜇
𝛿𝜇𝜈 ⇒ ෍

𝛼

𝜒𝜇
𝛼(𝒞𝜇)

2
𝑁𝜇 = ℎ ⇒ 3[ 1 2 + −1 2 + 0 2] = 6

tabela de caracteres 

Exemplo ⇒ voltando à tabela mostrada anteriormente:

Segunda Relação de Ortogonalidade dos Caracteres

Teorema da dimensionalidade

෍

𝛼

𝑑𝛼
2 = ℎ ⟹ 3[ 1 2 + −1 2 + 0 2] = 6

ordem do grupo

Para todas as RI do grupo, a soma do quadrado dos caracteres de uma classe,
multiplicados pelo número de elementos da classe, é igual à ordem do grupo

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

E 2𝐶3 3𝐶2

E 2𝐶3 3𝐶2

Aplicação dos conceitos

Grupo de ordem 6 (triângulo equilátero) ⇒ Grupo 𝐷3 que possui 6 elementos de simetria e 3 classes (E , 2𝐶3, 3𝐶2)
⇒ 3 representações irredutíveis, duas unidimensionais (𝑨𝟏 e 𝑨𝟐) e uma bidimensional (𝑬)



𝑥 =
1
0
0

𝑦 =
0
1
0

𝑧 =
0
0
1

O

H H

𝑥

𝑦
𝑧

𝚪(E) =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝚪(𝐶2) =
−1 0 0

0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v) =
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v
′) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

Molécula de água

Grupo 𝐶2v que possui 4 elementos de simetria e ∴ 4 classes ⇒
4 representações irredutíveis unidimensionais ⇒ grupo de ordem 4

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝐶2v

1 − 1 1 − 1

1 − 1 − 1 1

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑩𝟏

𝑩𝟐

Utilizar as relações de ortogona-
lidade para obter a quarta re-
presentação irredutível

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1. 1 , −1 , 1 , −1

2. 1 , −1 , −1 , 1

3. 1 , 1 , 1 , 1

grupo possui 4 classes ⇨
existe mais uma representa-
ção do grupo, além destas 3.



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Aplicação dos conceitos



Molécula de água

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝐶2v

1 − 1 1 − 1

1 − 1 − 1 1

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑩𝟏

𝑩𝟐

1.   𝑎 = 1 ⇒ caráter de E é a dimensionalidade da representação ;
2.   ortogonalidade entre linhas:

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 0 (I)

𝑎 − 𝑏 + 𝑐 − 𝑑 = 0 (II)

𝑎 − 𝑏 − 𝑐 + 𝑑 = 0 (III)

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1 1 1 1

1 1 − 1 − 1

𝐶2v

1 − 1 1 − 1

1 − 1 − 1 1

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑩𝟏

𝑩𝟐
𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Grupo 𝐶2v que possui 4 elementos de simetria e ∴ 4 classes ⇒ 4 representações irredutíveis unidimensionais
⇒ grupo de ordem 4

Aplicação dos conceitos

I + II ⟹ 𝑐 = −𝑎 ⟹ 𝑐 = −1

I + III ⟹ 𝑑 = −𝑎 ⟹ 𝑑 = −1

II + III ⟹ 𝑏 = 𝑎 ⟹ 𝑏 = 1



Molécula de água

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1 1 1 1

1 1 − 1 − 1

𝐶2v

1 − 1 1 − 1

1 − 1 − 1 1

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑩𝟏

𝑩𝟐

Verificação: ortogonalidade entre colunas: 

I
⇓

II
⇓

III
⇓

IV
⇓ (I) e (II): 1 + 1 − 1 − 1 = 0 ⟹ ortogonais 

(I) e (III): 1 − 1 + 1 − 1 = 0 ⟹ ortogonais 

(I) e (IV): 1 + 1 − 1 − 1 = 0 ⟹ ortogonais 

(II) e (IV): 1 − 1 + 1 − 1 = 0 ⟹ ortogonais 

(II) e (III): 1 − 1 − 1 + 1 = 0 ⟹ ortogonais 

(III) e (IV): 1 + 1 − 1 − 1 = 0 ⟹ ortogonais 











𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Grupo 𝐶2v que possui 4 elementos de simetria e ∴ 4 classes ⇒ 4 representações irredutíveis unidimensionais
⇒ grupo de ordem 4

Aplicação dos conceitos



Decomposição de uma Representação Redutível

𝚪 𝐴 representação redutível

representações irredutíveis

S−1𝚪′ 𝐴 S = 𝚪 𝐴 =

𝚪1(𝐴) 0 0
⋮ ⋱ ⋮
⋮
0

⋱
0

⋮
𝚪𝑝(𝐴)

= 𝑛1𝚪1(𝐴) ⊕ ⋯ ⊕ ⋯ ⊕ 𝑛𝑝𝚪𝑝(𝐴)

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Transformações de semelhança não alteram os traços  os caracteres das matrizes de 𝚪 𝐴 são combinações lineares
dos caracteres das matrizes das representações irredutíveis do grupo:

𝜒Γ 𝑅 = ෍

𝛼

𝑛𝛼 𝜒𝛼(𝑅)

Muito importante saber a natureza e o número de representações irredutíveis 𝑛𝛼 que compõem 𝚪:

𝑛𝛼 =
1

ℎ
෍

𝑅

𝜒∗𝛼(𝑅)𝜒Γ(𝑅) ou 𝑛𝛼 =
1

ℎ
෍

𝜇=1

𝑝

𝑁𝜇 𝜒∗𝛼(𝒞𝜇)𝜒Γ(𝒞𝜇)

ℎ é a ordem do grupo, 𝑝 é o número de classes e 𝑁𝜇 é o número de elementos na 𝜇-ésima classe



Molécula de água

Aplicação dos conceitos

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1 1 1 1

1 1 − 1 − 1

𝐶2v

1 − 1 1 − 1

1 − 1 − 1 1

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑩𝟏

𝑩𝟐

3 − 1 1 1𝚪

Como a representação 𝚪 se decompõe em  𝑨𝟏, 𝑨𝟐, 𝑩𝟏 e 𝑩𝟐 ?

𝚪(E) =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝚪(𝐶2) =
−1 0 0

0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v) =
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v
′) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝜒 E = 3 𝜒 𝐶2 = −1 𝜒 𝜎v = 1 𝜒 𝜎v
′ = 1

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑦

𝑛𝐴1
=

1

4
1 3 1 + −1 1 + 1 1 + (1)(1) = 1

𝑛𝐴2
=

1

4
1 3 1 + −1 1 + 1 −1 + (1)(−1) = 0

𝑛𝐵1
=

1

4
1 3 1 + −1 −1 + 1 1 + (1)(−1) = 1

𝑛𝐵2
=

1

4
1 3 1 + −1 −1 + 1 −1 + (1)(1) = 1



Molécula de água

Aplicação dos conceitos

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1 1 1 1

1 1 − 1 − 1

𝐶2v

1 − 1 1 − 1

1 − 1 − 1 1

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑩𝟏

𝑩𝟐

3 − 1 1 1𝚪

Como a representação 𝚪 se decompõe em  𝑨𝟏, 𝑨𝟐, 𝑩𝟏 e 𝑩𝟐 ?

𝚪(E) =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝚪(𝐶2) =
−1 0 0

0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v) =
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v
′) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝜒 E = 3 𝜒 𝐶2 = −1 𝜒 𝜎v = 1 𝜒 𝜎v
′ = 1

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑦

𝑛𝐴1
= 1, 𝑛𝐴2

= 0, 𝑛𝐵1
= 1, 𝑛𝐵2

= 1

𝚪 = 𝑨𝟏 + 𝑩𝟏 + 𝑩𝟐

A representação 𝚪 contém 𝑨𝟏 uma vez, 𝑩𝟏 uma vez e 𝑩𝟐 uma vez: 

Diz-se que (𝑥, 𝑦, 𝑧), a base para encontrar a representação 𝚪, se transforma
segundo 𝑨𝟏, 𝑩𝟏 e 𝑩𝟐. 



Molécula de água

Aplicação dos conceitos

E 𝐶2 𝜎v 𝜎v
′

1 1 1 1

1 1 − 1 − 1

𝐶2v

1 − 1 1 − 1

1 − 1 − 1 1

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑩𝟏

𝑩𝟐

3 − 1 1 1𝚪

Como a representação 𝚪 se decompõe em  𝑨𝟏, 𝑨𝟐, 𝑩𝟏 e 𝑩𝟐 ?

𝚪(E) =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝚪(𝐶2) =
−1 0 0

0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v) =
1 0 0
0 −1 0
0 0 1

𝚪(𝜎v
′) =

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝜒 E = 3 𝜒 𝐶2 = −1 𝜒 𝜎v = 1 𝜒 𝜎v
′ = 1

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

𝑦

𝑛𝐴1
= 1, 𝑛𝐴2

= 0, 𝑛𝐵1
= 1, 𝑛𝐵2

= 1

𝚪 = 𝑨𝟏 + 𝑩𝟏 + 𝑩𝟐

A representação 𝚪 contém 𝑨𝟏 uma vez, 𝑩𝟏 uma vez e 𝑩𝟐 uma vez: 

Diz-se que (𝑥, 𝑦, 𝑧), a base para encontrar a representação 𝚪, se transforma
segundo 𝑨𝟏, 𝑩𝟏 e 𝑩𝟐. 

Note que somando os caracteres correspondentes a 𝑨𝟏, 𝑩𝟏 e 𝑩𝟐 obtém-se 
3, −1, 1 e  1.



Aplicação dos conceitos

𝚪 E =
1 0
0 1

⟹ 𝜒 E = 2

𝚪 𝐴 =
1 0
0 −1

⟹ 𝜒 𝐴 = 0

𝚪 𝐵 =
− Τ1 2 Τ3 2

Τ3 2 Τ1 2
⟹ 𝜒 𝐵 = 0

𝚪 𝐶 =
− Τ1 2 Τ− 3 2

Τ− 3 2 Τ1 2
⟹ 𝜒 𝐶 = 0

𝚪 𝐷 =
− Τ1 2 Τ3 2

Τ3 2 − Τ1 2
⟹ 𝜒 𝐷 = −1

𝚪 𝐹 =
− Τ1 2 Τ− 3 2

Τ3 2 − Τ1 2
⟹ 𝜒 𝐹 = −1

𝑛𝛼 =
1

ℎ
෍

𝜇=1

𝑝

𝑁𝜇 𝜒∗𝛼(𝒞𝜇)𝜒Γ(𝒞𝜇)

Redutível?????

𝚪 se transforma segundo 𝑬
∴ 𝚪 é uma representação
irredutível bidimensional
do grupo.

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

E 2𝐶3 3𝐶2

𝚪

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

2 − 1 0

𝑛𝐴1
=

1

6
1 1 2 + 2 1 −1 + 3 1 0 = 0

𝑛𝐴2
=

1

6
1 1 2 + 2 1 −1 + 3 −1 0 = 0

𝑛𝐸 =
1

6
1 2 2 + 2 −1 −1 + 3 0 0 = 1

Exemplo ⟹ grupo de matrizes quadradas 2 × 2 que possui a mesma tabela de multiplicação
do triângulo equilátero



Aplicação dos conceitos

𝚪 E =
1 0
0 1

⟹ 𝜒 E = 2

𝚪 𝐴 =
1 0
0 −1

⟹ 𝜒 𝐴 = 0

𝚪 𝐵 =
− Τ1 2 Τ3 2

Τ3 2 Τ1 2
⟹ 𝜒 𝐵 = 0

𝚪 𝐶 =
− Τ1 2 Τ− 3 2

Τ− 3 2 Τ1 2
⟹ 𝜒 𝐶 = 0

𝚪 𝐷 =
− Τ1 2 Τ3 2

Τ3 2 − Τ1 2
⟹ 𝜒 𝐷 = −1

𝚪 𝐹 =
− Τ1 2 Τ− 3 2

Τ3 2 − Τ1 2
⟹ 𝜒 𝐹 = −1

𝑛𝛼 =
1

ℎ
෍

𝜇=1

𝑝

𝑁𝜇 𝜒∗𝛼(𝒞𝜇)𝜒Γ(𝒞𝜇)

Redutível?????

𝚪 se transforma segundo 𝑬
∴ 𝚪 é uma representação
irredutível bidimensional
do grupo.

As matrizes 2 × 2 que re-
presentam a RI 𝑬 não
podem ser reduzidas por
uma transformação de se-
melhança.

𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

E 2𝐶3 3𝐶2

𝚪

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝐷3

2 − 1 0

𝑛𝐴1
=

1

6
1 1 2 + 2 1 −1 + 3 1 0 = 0

𝑛𝐴2
=

1

6
1 1 2 + 2 1 −1 + 3 −1 0 = 0

𝑛𝐸 =
1

6
1 2 2 + 2 −1 −1 + 3 0 0 = 1

Exemplo ⟹ grupo de matrizes quadradas 2 × 2 que possui a mesma tabela de multiplicação
do triângulo equilátero



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Molécula de amônia  NH3: grupo de simetria 𝐶3v ⟹ E, 𝐶3, 𝐶3
2, 𝜎v, 𝜎v

′ , 𝜎v
′′

E 2𝐶3 3𝜎v

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝐶3v

 operação E: deixa as 6 coordenadas inalterados ∴ é a matriz identidade:

1 0 0
0 1 0
0
0
0
0

0
0
0
0

1
0
0
0

0 0 0
0 0 0
0
1
0
0

0
0
1
0

0
0
0
1

𝑟1

𝑟2
𝑟3

𝛼1

𝛼2

𝛼3

=

𝑟1

𝑟2
𝑟3

𝛼1

𝛼2

𝛼3

⟹ 𝜒Γ E = 6

ቊ ቐ

Decomposição de uma Representação Redutível

 determinar as RI que com-
põem a representação 𝚪 na
base das seis coordenadas

𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3

 descrever o sistema utilizando
o conjunto das coordenadas
(base):



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Molécula de amônia  NH3: grupo de simetria 𝐶3v ⟹ E, 𝐶3, 𝐶3
2, 𝜎v, 𝜎v

′ , 𝜎v
′′

E 2𝐶3 3𝜎v

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝐶3v

ቊ ቐ

Decomposição de uma Representação Redutível

 determinar as RI que com-
põem a representação 𝚪 na
base das seis coordenadas

𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3

 descrever o sistema utilizando
o conjunto das coordenadas
(base):

 Operações 𝐶3: alteram todas as 6 coordenadas:

0 ∗ ∗
∗ 0 ∗
∗
∗
∗
∗

∗
∗
∗
∗

0
∗
∗
∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗
0
∗
∗

∗
∗
0
∗

∗
∗
∗
0

𝑟1

𝑟2
𝑟3

𝛼1

𝛼2

𝛼3

=

.

.

.

.

.

.

.

⟹ 𝜒Γ 𝐶3 = 0



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Molécula de amônia  NH3: grupo de simetria 𝐶3v ⟹ E, 𝐶3, 𝐶3
2, 𝜎v, 𝜎v

′ , 𝜎v
′′

E 2𝐶3 3𝜎v

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝐶3v

ቊ ቐ

Decomposição de uma Representação Redutível

 determinar as RI que com-
põem a representação 𝚪 na
base das seis coordenadas

𝑟1, 𝑟2, 𝑟3, 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3

 descrever o sistema utilizando
o conjunto das coordenadas
(base):

 Operações 𝜎v: matém inalteradas duas das coordenadas

∴ 𝜒Γ 𝜎v = 2



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Molécula de amônia  NH3: grupo de simetria 𝐶3v ⟹ E, 2𝐶3, 𝐶3
2, 3𝜎v

Decomposição de uma Representação Redutível

E 2𝐶3 3𝜎v

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝚪

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝐶3v

6 0 2

𝑛𝛼 =
1

ℎ
෍

𝜇=1

𝑝

𝑁𝜇 𝜒∗𝛼(𝒞𝜇)𝜒Γ(𝒞𝜇)

𝑛𝐴1
=

1

6
6 1 × 1 + 0 1 × 2 + 2(1 × 3) = 2

𝑛𝐴2
=

1

6
6 1 × 1 + 0 1 × 2 + 2(−1 × 3) = 0

𝑛𝐸 =
1

6
6 2 × 1 + 0 −1 × 2 + 2 0 × 3 = 2

𝚪 = 2𝑨𝟏 + 2𝑬



𝓛𝓾𝓬𝔂 𝓥. 𝓒. 𝓐𝓼𝓼𝓪ℓ𝓲

Molécula de amônia  NH3: grupo de simetria 𝐶3v ⟹ E, 2𝐶3, 𝐶3
2, 3𝜎v

Decomposição de uma Representação Redutível

E 2𝐶3 3𝜎v

𝑨𝟏

𝑨𝟐

𝑬

𝚪

1 1 1

1 1 − 1

2 − 1 0

𝐶3v

6 0 2

𝑛𝐴1
= 2; 𝑛𝐴2

= 0; 𝑛𝐸 = 2

Matriz 𝚪 da representação bloco-diagonalizada 


