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Teoremas fundamentais \ IS P

Caracteres de uma representagdo

Dado um grupo G, de ordem h, os nimeros

1%(R) = z [4(R) = tr F%(R),
l
que expressam os valores dos tracos das matrizes da representacdo I'%, sdo chamados caracteres da representacdo.
Consequéncias:
i. representacOes equivalentes tém os mesmos caracteres, uma vez que o traco de duas matrizes
equivalentes por transformacao unitaria sao iguais;
o caracter de todos os elementos pertencentes a mesma classe s3o iguais, pois T'(4) = S7II(4)S =
trI''(A) = trI'(4);
a designacdo de caracter da classe C, é x%(C,);
o caracter do elemento identidade E, de uma dada representacao do grupo, € igual a dimensionalidade
dessa representacao.

—— classes e # de elementos

1 . . .
Todos os grupos apresentam uma RI = ynidimensional
totalmente simétrica, unidimensional, com

caracteres unitarios para todas as = unidimensional
operagdes do grupo = essa RI é, em geral,
rotulada por 4, = bidimensional

3
- (E)
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S:;l:i Aplicacao dos conceitos

Exemplo = grupo de matrizes quadradas 2 X 2 que possui a mesma tabela de multiplicacao
do triangulo equilatero

203 3C
q = x(E) =2 S
1 1

p
1
Ng = Ez Nu X*a(CM)Xr(CM)
pu=1

2 = x(A) =0 1 -1
~1 0

] = x(B)=0 -1

—1/2 +/3/2
V3/2  1/2

[ —1/2 —/3/2
—/3/2 1/2

—1/2  /3/2

3/2 —1/2
V3/ / As matrizes 2 X 2 que re-
(—1/2 —/3/2 B presentam a Rl E n3o
V3/2 _1/2] = x(F)=-1 1 podem ser reduzidas por

ng = 6{1(2)(2) +2(-1(-1) +3(0)(0)} = 1} uma transformacdo de se-

\ I se transforma segundo E
~ I' € uma representacdo
irredutivel bidimensional
do grupo.

] = 2(0=0 |n, = %{1(1)(2) +2(1)(=1) + 3(1)(0)} = 0

= = — 1
| = o= na, = 21D +2() (1) +3(-DO} =0 |

melhanca.
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S:;lji Decomposicao de uma Representacao Redutivel HSP

I'(A) representacdo redutivel

T1(4) 0
SIS =T@W=| | " | |=nul'@We & &nl?A)
0 0 TIP(A)

~"

\—

matriz bloco-diagonalizada:
blocos sao compostos pelas matrizes das Rl

Caracteres das matrizes de I'(4) = combinacdes lineares dos caracteres das matrizes das Rl do grupo: x'(R) = Z ng X% (R)
a

p
1 1
Natureza e nimero n, de Rl que compdem I': n, = Ez X*R)Y'(R) ou ng= EE N, x**(€)x" (¢
R u=1

h = ordem do grupo
p = numero de classes
N, = numero de elementos na u-ésima classe
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S:;lji Decomposicao de uma Representacao Redutivel HSP

Molécula de aménia NHj: grupo de simetria C3, = {E, C3, C%, 0y, 0+, 04}

Csi

» descrever o sistema utilizando
o conjunto das coordenadas
(base): {ry, 13,13, a1, @, a3}

» determinar as Rl que com-
poem a representacao I' na
base das seis coordenadas

» operacao E: deixa as 6 coordenadas inalterados . é a matriz identidade:

x"(E) =6
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}‘l} Decomposicao de uma Representacao Redutivel

‘Molécula de aménia NHj;: grupo de simetria C3, = {E, 2Cj3, C32, 30y}

nAl

Ny,

—F

p
1
Mo =7 Ny X (€2 (€)
u=1

[6(1x 1D +0(1x2)+2(1%x3)]=2 )

[6(1x1)+0(1x2)+2(-1x3)]=0

»T = 24, + 2E

c"‘l'_‘o*\lr—x O\Ir—\

[6(2%x 1) +0(-1%x2) +2(0%x3)] =2 |

UST;
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g.-;l:i Decomposicao de uma Representacao Redutivel ||SP

‘Molécula de aménia NH;: grupo de simetria C3, = {E, 2C3, C%, 30, }

nAl :2, TlAZZO,' nE:2

Matriz I da representac¢do bloco-diagonalizada === T'(4) =
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g.-;l:i Produto Direto

Produto Direto: A @ B=C
a1nbiy  aiibie

anbm 0»11522
a21511 G21512

aaq bz1 anbQQ

asi 511 @31512

as1b as1b
Propriedades do produto direto: slval Hslraz

a) (AR B)@C=A® (B C);
b) A® B# B® A,

c) Se A, Ay e Ay sao matrizes (m X m) e B, By e By sao matrizes (n X n), entao
(A ® B1)(Ay ® By) = (A1 As) ® (B B>)

Consequéncia: (A® B) (A1 @ B™1) = (AA ) ® (BBY) =1, ®L, = L.,
— ainversade A® B é A™'®@ B™!;
d) (A® B)! = A' @ BT,

¢) Se U e V sao matrizes unitarias, entao U ® V' também ¢é unitaria.
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Grupos de Produto Direto \ IS P

G, = Grupo de ordem h, e elementos {E,Az, "':Aha}

Gp = Grupo de ordem h,, e elementos {E, By, - rBhb}

Se todos os elementos h, de G, comutam com todos os elementos h;, de Gj e o Unico elemento em comum aos
dois grupos € a identidade, entao

G=G,® G, = éumgrupo (obedece todas as propriedades de um grupo) com h = h h; elementos
e € denominado grupo de produto direto

G=G, ® G, = Grupodeordemh = h,h; e elementos {E,AZ, r,Ap, Ba, o, By, A2 Bo, ---,Ahthb}

Os produtos diretos das matrizes que representam as representacdes irredutiveis dos grupos componentes formam
representacoes irredutiveis do grupo de produto direto.
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Grupos de Produto Direto

Caracteres das representacoes irredutiveis do Grupo de Produto Direto

G, = Grupo de ordem h, e elementos {E, 4,, ---,Aha} = x%(4;) = T?4)

G, = Grupo de ordem h;, e elementos {E, B, ---,Bhb} = x?B,) = TI?@®B)

G =G, ® G, = Grupo de ordem h = h h;, e elementos {E,AZ, v+, Ap, Byt Bry, Ax By, ---,Ahthb}
= x@®(AB) = T4 @ I’(B)

{X(a@’b) (AxB;) = x* (Ag )Xb(Bl)l

[caracter de uma RI do gru—] _ [ produto dos caracteres das]
po de produto direto ~ |RI dos grupos componentes
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Grupos de Produto Direto \ IS P

Exemplo: Vamos considerar o triangulo equilatero, sé que agora ele é tridimensional = espessura finita
— face superior é idéntica a face inferior = operagao de reflexao ag; no plano do triangulo

Grupo Cyj (ou Cs): formado pela operagao de reflexao o, e a operagao identidade = é abeliano de
ordem 2 = duas classes e duas representacoes irredutiveis unidimensionais.

tabela de multiplicagdo tabela de caracteres

Cin

E On

AI
AII

1 1
1 -1

Aplicagao de uma operagao do grupo D3 e uma operagao do grupo Cyj, em qualquer ordem: leva o triangulo a
configuragdes finais equivalentes = cada operagao de C;; comuta com todas do grupo D3 = o grupo de produto

direto D3, = D3 @ Cqp,
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S:;l:i Grupos de Produto Direto TNF

Grupo D3, = D3 @ Cqp: 12 operagdes de simetria resultantes do produto direto entre as opera¢des dos grupos D; e C1;, =
D3 = {E, 2C3,3C2} e Clh = {E, O-h}

Tabela de caracteres do grupo Dy, construida pelo produto dos caracteres das representagdes irredutiveis constantes nas

tabelas de caracteres dos dois grupos:

x@®P) (AB) = x* (A )x"(B)

Grupo D3h - D3 ® Clh: {E, 2C3, 3C2, Oh, 2C3Uh, 3C20-h}

Como construir? Imaginar os caracteres das tabelas dos grupos Cy; e D3 como sendo elementos de matrizes2 X 2e3 X 3
e a tabela de caracteres do grupo D53, pode ser concebida como sendo uma matriz resultante do produto direto entre as
Op 2630'}1 3C20-h

matrizes dos dois grupos componentes. E 2C; 3C,
11 1 1 I 1 1

Cin|E on D3| E 2C; 3C,
Al1l1 1 1 1 1
A1 -1 1 —1
-1 0

— |
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S:;l:i Grupos de Produto Direto TNF

Grupo D3, = D3 @ Cqp: 12 operagdes de simetria resultantes do produto direto entre as opera¢des dos grupos D; e C1;, =
D3 = {E, 2C3,3C2} e Clh = {E, O-h}

Tabela de caracteres do grupo Dy, construida pelo produto dos caracteres das representagdes irredutiveis constantes nas

tabelas de caracteres dos dois grupos:

x@®P) (AB) = x* (A )x"(B)

Grupo D3h - D3 ® Clh: {E, 2C3, 3C2, Oh, 2C3Uh, 3C20-h}

Como construir? Imaginar os caracteres das tabelas dos grupos Cy; e D3 como sendo elementos de matrizes2 X 2e3 X 3
e a tabela de caracteres do grupo D53, pode ser concebida como sendo uma matriz resultante do produto direto entre as
Op 2630'}1 3C20-h

matrizes dos dois grupos componentes. E 2C; 3C,
i 1 I 1 1

1 1 —1

Cin|E on D3| E 2C; 3C,
Al1l1 1 1 1 1
A1 -1 1 —1
-1 0

— |
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S:;l:i Grupos de Produto Direto TNF

Grupo D3, = D3 @ Cqp: 12 operagdes de simetria resultantes do produto direto entre as opera¢des dos grupos D; e C1;, =
D3 = {E, 2C3,3C2} e Clh = {E, O-h}

Tabela de caracteres do grupo Dy, construida pelo produto dos caracteres das representagdes irredutiveis constantes nas

tabelas de caracteres dos dois grupos:

x@®P) (AB) = x* (A )x"(B)

Grupo D3h - D3 ® Clh: {E, 2C3, 3C2, Oh, 2C3Uh, 3C20-h}

Como construir? Imaginar os caracteres das tabelas dos grupos Cy; e D3 como sendo elementos de matrizes2 X 2e3 X 3
e a tabela de caracteres do grupo D53, pode ser concebida como sendo uma matriz resultante do produto direto entre as
Op 2630'}1 3C20-h

matrizes dos dois grupos componentes. E 2C; 3C,

Cin|E  on  Ds 2C; 3G,
All1 1 1 1
A1 -1 1 —1
-1 0

— |
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S:;l:i Grupos de Produto Direto TNF

Grupo D3, = D3 @ Cqp: 12 operagdes de simetria resultantes do produto direto entre as opera¢des dos grupos D; e C1;, =
D3 = {E, 2C31 3C2} S Clh — {E, O-h}

Tabela de caracteres do grupo Dy, construida pelo produto dos caracteres das representagdes irredutiveis constantes nas
tabelas de caracteres dos dois grupos:

x@®P) (AB) = x* (A )x"(B)

Grupo D3h - D3 ® Clh: {E, 263, 362, Oh, 2C30-h, 3620-}1}

Como construir? Imaginar os caracteres das tabelas dos grupos Cy; e D3 como sendo elementos de matrizes2 X 2e3 X 3
e a tabela de caracteres do grupo D53, pode ser concebida como sendo uma matriz resultante do produto direto entre as
matrizes dos dois grupos componentes. E 2C; 3C, o, 2Cs01, 3C,0p

1 1 1 1 1 17
Cin|E  on Ds 2C; 3G, - 1 1 -1 1 1 -1
Al1 1 1 1 2 0 2 -1 0
4711 -1 1 -1 T T 1 1

-1 0

— |
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S:;l:i Grupos de Produto Direto TNF

Grupo D3, = D3 @ Cqp: 12 operagdes de simetria resultantes do produto direto entre as opera¢des dos grupos D; e C1;, =
D3 = {E, 2C3,3C2} e Clh = {E, O-h}

Tabela de caracteres do grupo Dy, construida pelo produto dos caracteres das representagdes irredutiveis constantes nas

tabelas de caracteres dos dois grupos:

x@®P) (AB) = x* (A )x"(B)

Grupo D3h - D3 ® Clh: {E, 263, 362, Oh, 2C30-h, 3620-}1}

Como construir? Imaginar os caracteres das tabelas dos grupos Cy; e D3 como sendo elementos de matrizes2 X 2e3 X 3
e a tabela de caracteres do grupo D53, pode ser concebida como sendo uma matriz resultante do produto direto entre as

matrizes dos dois grupos componentes. E 2C; 3C, o, 2Cs0, 3C,0
i 1 1 1]

Cin|E  on Ds 2C; 3G, —1

All 1 1 1
AII 1 _ 1 1 . 1
-1 0
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S:;l:i Grupos de Produto Direto TNF

Grupo D3, = D3 @ Cqp: 12 operagdes de simetria resultantes do produto direto entre as opera¢des dos grupos D; e C1;, =
D3 = {E, 2C31 3C2} S Clh — {E, O-h}

Tabela de caracteres do grupo Dy, construida pelo produto dos caracteres das representagdes irredutiveis constantes nas
tabelas de caracteres dos dois grupos:

x@®P) (AB) = x* (A )x"(B)

Grupo D3h - D3 ® Clh: {E, 263, 362, Oh, 2C30-h, 3620-}1}

Como construir? Imaginar os caracteres das tabelas dos grupos Cy; e D3 como sendo elementos de matrizes2 X 2e3 X 3

e a tabela de caracteres do grupo D53, pode ser concebida como sendo uma matriz resultante do produto direto entre as
matrizes dos dois grupos componentes. E 2C, 3G,

Op 2630'}1 3C20-h
1 1 1]

Clh E Onp D3 2C3 3C2 - ]- ]- _]-

Al1l 1 1 1 2 0

A'l'1 -1 1 —1 —1 -1

-1 0

-1 —1 1

-2 1 0]
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S:;l:i Grupos de Produto Direto TNF

Grupo D3, = D3 @ Cqp: 12 operagdes de simetria resultantes do produto direto entre as opera¢des dos grupos D; e C1;, =

{E, 2C3,3C,, 0, 2C304, 3C, 00
53 O-V
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Grupos de Produto Direto
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