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Gas de Fermi de elétrons livres em metais:
capacidade térmica

Estado fundamental de um sistema de N elétrons ndo
interagentes e confinados num volume V: elétrons (e-) ocupam os
estados permitidos de mais baixa energia, respeitando o
principio de exclusdo de Pauli = e estdo distribuidos em N/2
estados de energia, de uma particula, com os mais baixos valores
de k, deixando os demais vazios. O maior valor de k é chamado
de k de Fermi (k). Para “contar” estes N/2 estados é com-
veniente representd-los no espago dos k.

Corte no espago dos Kk,
ewdencuando 0 plano k,= 0,
onde k = T N ky + nyk,,

com ny, n, = J_r1,iz,J_r3,~-
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Gds de Fermi de elétrons livres

No espago tridimensional, os valores permitidos de k sdo

T 2T = 2T -~ 2T ~
k = ;nxkx +—nyky + L—ankz, com ny,ny,,n, = +1,+2, 43,
h’ 2 (= i equagdo que cada elétron
—%V P(r) = ep(7) do gds deve obedecer
h2 k>
= —ik-F i

1
vp(r) = —=e
0 = A
para cada valor de k es-
volume do cristal ta fungdo dd superficies

esféricas de raio k

k= kgt + kyj+ kok
estado da particula
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Gds de Fermi de elétrons livres

Em trés dimensdes, os pontos k estdo uniformemente distribuidos, cada
ponto ocupando um volume 873/V. A medida que L — o, a dls’rmbuu;ao de
pontos é praticamente continua, mas permanece con’ravel Estados per-
mitidos, contidos numa esfera de raio k. em forno da origem, estardo
ocupados e os demais vazios. O raio da esfer'a é obtido impondo-se que
o volume da esfera contenha os N/2 estados.

n2 de estados
_ N Ark3 V
contidos na es- ) = — = X <3
) 2 3 87
fera de raio kg N—— ~—~—~
volume n2 de estados
da esfera por unidade
de volume
gas com densi- 1.3 522
dade eletronica \ n = —FQ =
N 37T 2m
n=7sy . .
energia de Fermi
h? 2/3
(3?T n) /
2m

A superficie esférica, de raio kr, que separa os estados ocupados dos
vazios, no estado fundamental, é conhecida como superficie de Fermi.
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Gds de Fermi de elétrons livres

O que acontece, entretanto, se a temperatura é diferente de zero? A
energia cinética do gds cresce com o crescimento da ftemperatura:
alguns niveis de energia que estavam desocupados a T=0K passam a
estar ocupados, deixando niveis de energia mais baixos desocupados. A
probabilidade de um estado de energia ¢ estar ocupado, em equilibrio
térmico, € dada pela distribui¢do de Fermi-Dirac:

1
f(E) — 1+ e_ﬁ(g_u)

onde u € o potencial quimico do sistema a temperatura T, e € escolhido
para que o ndmero total de particulas no sistema seja N, fixo.

O sistema so se encontraria em seu estado fundamental a T=0K e,
nessa temperatura, todos os estados com ¢ < ¢ estdo ocupados tal
que a energia total do sistema é Ey; = )., €. Como o volume ocupado
por um k é 4n3/V (levando em conta o spin eletronico), entdo, em 3D, o
ndmero de estados eletronicos ocupados entre k e k + dk serd

g(k)dk = —— Ark?dk

473

LucyV.C.As8ati



Gds de Fermi de elétrons livres

A densidade de estados entre ¢ e ¢ + de serad igual ao nimero de es-
tados entre ke k + dk
VE? VEk? dk
D(e)de = g(k)dk = —— dk = D(e) =

2

2 dw

PRz @me)'?dk (2m)' e
om 0N T g de  2h

V 2me (Qm)l/2 —1/2 V m3/2
D(e) = s —D(e) = o

© 3/2
Como / D(e)de = N = / i m? 21/2 1/2 . — 4 (Qm;f;) /
’/T

372 )
N 2 3/2 52 3 2 2/3
e a densidade de elétrons n = 7 = ( ?;;33 — Ep = : ;mn)

Como ¢ =

91/2.1/2
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Gds de Fermi de elétrons livres

Sabendo-se D(¢) e f (&), a energia do gds de elétrons obtém-se de

E—/e—:D(E)f(E)de onde f(g) =

e, para qualquer temperatura, como o ndmero de elétrons é fixo, devemos

ter
/ D(e ds—/ D(e

ParaT =0 (8 = 00) = p =c¢€p

!

{f(e) =1sc e<ep

f(e)=0sc e >ep

g)de = N

1+ eB(e—p)

1

47/#:((3}7 :

{f (e

O potencial quimico €, geralmente, chamado de energia de Fermi
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Gds de Fermi de elétrons livres

Para T = 0, a energia do gds de elétrons, 3D, é

EF Er Y/ 3/2
Ey = / eD(e)de = / L 912,32,
0 0

w2 h3

V m3/? 2 5 3
_ /2 “~ 5/2 _ 2

Para T > 0, ¢ diminui, mas sua variagdo com a temperatura é extre-
mamente lenta (~1% entre T = 0Ke T = 1.000K). Por exemplo, definin-
do a temperatura de Fermi Tz, tal que Trkg = ¢r, Se e = 1€V, entdo
Tr ~ 12.000K. Relativamente a €z, a variagdo do potencial quimico € da

ordem de (7/r,)". Para efeitos prdticos podemos admitir que u=e; e
escrever 1

f(€)

— 1 Jre,ﬁ(g—sp)

Obs.: para metais, os elétrons de condugdo tém */, = T ~ 50.000K
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Gds de Fermi de elétrons livres

Fungdo distribuicdo de Fermi-Dirac para algumas temperaturas

especificadas, para Tr = 50.000K. O potencial

quimico u, para

cada temperatura, pode ser obtido diretamente do grdfico com

para f(¢) =0,5
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Calor Especifico: gds de Fermi

C(dE\ [ of
Ovef—(d—T)v—fo - D) 2 ae

Para baixas temperaturas temos que x > kgT e f(c) = !

1+ eB(E_EF)

Tomando: £ — e

xr = T — de = kT dx

=0 = r=—L1 & (er > kpT)
kT

E— X0 — T —7 X0 D(e) ~ D(er)

oo xr

Cyel :D(EF)]{:B/OO ($}€BT+8F) i (1+e$)2 dr =

R e” > e’
D(SF)kB [/_OOSE kBT (1+e$)2 diC—I—EF/; Xr d:l?]
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Calor Especifico: gds de Fermi

Cy, = D(EF)]{%T/ v dx

_3N v g
_QEF :7'{'2/3

Para baixas temperaturas (e > kzT) temos

2 T
CVes %NkBT_F — CVE,,; ox T

> Interpretagao

Somente os elétrons com energia na faixa de ~kzT em torno de
er SAo excitados termicamente, adquirindo excesso de energia da
ordem de kzT. Essa fragdo é ~T /Ty, e sdo estes elétrons que sdo
excitados. O fato de que somente alguns elétrons sdo excitados
termicamente é uma consequéncia direta do principio de exclusdo de
Pauli e de que eles obedecem a estatistica de Fermi-Dirac. Essa va-
riagdo de Cy,, x T descreve a experiéncia.
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Calor Especifico de um Metal

Para baixas temperaturas (T < 6, e T < Tg), o calor especifico de um
metal é

C,= AT + BT?3

elétrons fonons
onde A e B sdo constantes caracteristicas do material:

T k
a="nke
2 Tg

kg
e B =234 N—
HD

Em geral, os valores experimentais sdo expressos como C, /T = A+ BT?*, e
o gréfico de “/; x T? é uma reta, com inclinagdo B e interceptando o eixo
das abcissas em A.
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Calor Especifico de um Metal

Cy/T (mJ/mol)(1/K?
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Cy= 2,08 T + 2,57 T3 mJ/(molK)

Potdssio

0,1 0,2 0,3
T (K?)
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Calor Especifico: gds de Fermi

> Comentarios

Essa teoria que acabamos de apresentar explica de modo satisfatério
a variagdo de Cy,, com T (para baixas temperaturas) para os metais.

Alguns desvios em relagdo a experiéncia sdo observados e a razdo
disto sdo alguns efeitos que ndo foram considerados nesta teoria:

1. Interagdo dos elétrons de condugdo com o potencial periddico da
rede estdtica;

2. Interacgdo dos elétrons de condugdo com os fonons;

3. Interagdo dos elétrons de condugdo entre si (um elétron que se
move produz reagdo inercial no gas de Fermi circundante).
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