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Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

Vamos encontrar as zonas de Brillouin de uma rede de
Bravais bidimensional quadrada de parametro de rede a:
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Rede Reciproca: Zonas de Brillouin
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Area de cada uma das zonas de Brillouin: A =
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Construcao da 12 Zona de Brillouin

A célula primitiva no espago reciproco é obtida
através da construgdo de Wigner-Seitz

|

18 Zona de Brillouin

|

Redes CCC e CFC
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Rede no espaco real Rede no espaco reciproco

) Célula de WS da
Célula P da CCC CCC

, ZB da CFC
Célula P da CFC CEC (Célula CCC no espago k)

P =Primitiva WS = Wigner-Seitz ZB =19 Zona de Brillouin
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Analise de Fourier da Base: fator de
estrutura e fator de forma atomico

A = N/n(ff’) e G qy = NS5,
Célula

onde S5 ¢ denominado fator de estrutura e ¢ dado por
Sg = /n(ff') e G T gV
Célula

contém 7 = 0 em um dos seus vértices

Se a base tem mais de um atomo, é util escrever a densidade eletronica
n(7) como uma superposigao de funcoes de densidade eletronica n;(7),
associadas a cada atomo j da base. Assim, se 7; for o vetor posicao
do atomo 7, na célula, entao n;(7 — ;) define a contribuigao daquele
atomo para a densidade eletronica em 7.
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Fator de estrutura e fator atomico

A densidade eletronica total, em 7, de-
vida a todos os atomos da base (s), na
célula, sera:

—

P == 1(7")

S
= 2y =7j)
j=1

onde ;i = xj;a1 + Yja2 + zjaz, com

0< TjyYjy 25 < 1.

Com isso, o Fator de Estrutura passa a ser escrito como:

Z/ —szr'dV
C

élula
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Fator de estrutura e fator atomico

Definindo g = ¥—7; (= p+7;), entao o fator de estrutura se escreve

Z /nj ﬁ)e_ZG"dV
7=1 C

élula

e como p independe da origem, essa integral é estendida sobre o espaco
todo e é chamada fator de forma atomico:

fi = / n; () eGP v

e o fator de estrutura fica:

S —
_ E : - —1GT;
— f] e J
j=1
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Fator de estrutura e fator atomico

Se o cristal for descrito como formado por planos paralelos, entao os
vetores de translacao do espaco reciproco podem ser escritos em funcao
dos indices de Miller da familia de planos {hkf}, e teremos

C_j . T_’} = (hgl -+ kgg -+ 653) . (333'5:1 -+ yjfig -+ ch_lfg) = 27T(£Ejh -+ yjk -+ ij)
e o fator de estrutura fica

h/fg Z f] —i2m(xjh+y;k+2;£)

Em geral, na analise do espectro de difracao, utiliza-se, para o calculo do
fator de estrutura, as células de Bravais convencionais. A intensidade
da onda espalhada ¢ proporcional a | S |?= S*S e, assim, o fator de
estrutura nao precisa, necessariamente, ser um numero real. O valor
nulo de & indica que nao ha espalhamento para o dado G , INesmo que
este vetor de translagao seja um vetor da rede reciproca (Alg = C_i) Isto
soO indica que a amplitude é nula, mesmo para estas reflexoes permitidas,
pois ao escolhermos a célula convencional, os planos {hkf} nao sao os

da célula primitiva.
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Fator de estrutura e fator atomico

Vamos encontrar o fator de estrutura de um cristal mono-
atomico que possui uma rede de Bravais CCC. Em relagdo a célula
convencional, descrevemos este cristal como uma rede culbica simples com
uma base de dois dtomos posicionados em: {(0,0,0);(z,%.,3)}, com o mesmo
valor para o fator de forma atémico. Assim, o fator de estrutura fica:

S hké Z fj —i2m(zjhtyjk+zil) _ = f {1 + e—iw(h—i—kﬂ?)}

7=1
Qo h+k—+0 = inteiro impar — e mhtkt) — 1
h+k+0 = inteiropar = e whthtl) — 1

B 0 se h4+k+{ = inteiro impar
A = { 2f se h+k+¢ = inteiro par

\

P Y . 7/ P, .
celula convencional cubica
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Fator de estrutura e fator atomico

O a-Fe, € um cristal monoatomico que possui uma rede de Bravais CCC.
Entdo, as reflexdes permitidas satisfazem a relagdo

Sppe = 26 se i+ £ + £ — inteiro par

Assim, o espectro de difragdo deste cristal ndo contém linhas tais como
(100), (300), (111) ou (221). Estdo presentes, por exemplo, linhas de
difragdo do tipo (200), (110), (211)... OBS.: (hk?) da célula convencional

Grafico da intensidade
dos raios-X espalhados,
em fungdo do dngulo de
difracdo 20, do a-Fe. As
representagoes dos pla-
nos de Miller associados
aos picos de difragdo
estdo mostrados.

Intensidade (arbitrdria)

20 30 40 50 60 70 80 90 100
Angulo de difrac3o 20
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Fator de estrutura e fator atomico

Qual é a interpretagdo fisica do resultado que mostra que as reflexdes
(100) ddo intensidades nulas? As reflexoes (100) ocorrem normalmente
quando reflexdes referentes aos planos que definem a célula cibica simples
tém uma defasagem de 2x. Na rede CCC, descrita como uma rede CS com
uma base de dois atomos, existe um dtomo em (z,7,7), definindo um plano
intermedidrio de atomos, o plano (200), rotulado de segundo plano na figura
de difragdo, o qual tem o mesmo poder de difragdo que os planos das faces
do cubo. No entanto, como estad situado na metade do caminho entre os pla-
nos das faces, ele da origem a uma reflexdo com uma fase retardada de &
em relagdo aos planos das faces, cancelando as contribui¢cdes desses planos
(amplitude € nula) . O cancelamento das reflexdes dos planos (100) ocorre
na rede CCC porque os planos sdo idénticos em composigdo (hcp idem).

Diferenca
de fase 2n

12 plano -|-

— 22 plano a

&— 32 plano J-
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Fator de estrutura

a-Fe: CCC RR: CFC
AZ
——a —
1 -
19 B, = 47” [100] — vetor de translacdo do
espaco reciproco, perpendiculara {100}
> 0 B, = %ﬂ [111] — vetor perpendicular a
v {111}
Y B; = 4;’T[——O] — vetor perpendicular a
o 1= (110}
? — — Familia (100): d 2 =2Za=2Familia (111): d, = 20— 2T g = ﬁ0L
_— _— T A R "2 T B, T 4nv3 T T 6
o0) 0)
y ° ? Familia (110): d5 = & = =L_g 2,
|Bs| ~ 2mv2 2

Como seriam indicados estes planos se os indices de Miller se referissem aos vetores primitivos da rede

[011]} =

[011]}

2T 41T
—[200] = —[100]

2T 41T
= —[222] = —[111]

CCC?
b, = %[110]‘ B, = 7”[100] =b,+b, — by = 2—”{[110] +[101] +
b, = 2;"[101] B, = 7”[111] =b,+ by + by = 2—”{[110] +[101] +
by = [011]] B, = 4:[ ] Z[110] = b,
= {100} cartesiana™ {111} {111} cartesiana = {111},

{1 1O}cartesiana - {100}51'
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Fator de estrutura e fator atomico

Vamos encontrar o fator de estrutura dos cristais de KCl e
KBr, que apresentam a estrutura cristalina do NaCl, que é uma rede de

Bravais CFC + base {(0,0,0);(

111
21212 .

Em relacdo a célula convencional,

descrevemos estes cristais como uma rede cubica simples com uma base de

oito atomos:
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Fator de estrutura e fator atomico

S(hkt) = f{1+e—iw(h+k)+e—m(h+e) +e—m(/€+@}

4 f { e—im(htk+e) | o—imh | e—mke—me}

(Af +4f" se h,k, ¢ — todos pares
Af —4f" se h,k,{ — todos impares

. S(hkl) = <

0 se h,k,f — parcialmente pares ou

{ parcialmente impares

Os fatores atémicos do K™ e do Br~ sdo diferentes. Assim, para o KBr as
amplitudes de espalhamento serdo nulas para os indices de difragdo h,k,¢
representados por ndmeros inteiros ou tfodos pares ou todos impares, com a
intensidade dos indices pares maior que a dos indices impares.

Os fatores atomicos do K* e do Cl~ sdo iguais. Assim, para o KCl as amplitudes
de espalhamento mostram resultados como se a rede fosse monoatomica CS
com constante de rede a. As amplitudes de espalhamento sé serdo ndo nulas
para os indices de difragdo h,k,¢ representados por nimeros inteiros todos
pares.
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Fator de estrutura e fator atomico

(200) Grdficos da intensidade dos raios-
KCl X espalhados, em fungdo do dngu-
lo de difragdo 20, produzidos por
pos de cristais de KCl e KBr.

(4i0) (400) (2122) ‘ J[ \
—A ) ——— fx+ = fa- = Intensidade #0

(200) para h, k,¢ todos pares
KBr
(220) .
fx+ * fer—- = Intensidade =0
/ para h,k,¢ todos pares
ou todos impares
(420) (400) (222)
=
80° 70° 60° 50° 40° 30° 20°
~— 26

(C. Kittel, Introduction to Solid State Physics) LucyV.C.As8ati



Fator de Debye-Waller:
Dependéncia das linhas de reflexdo com a temperatura

Aumento da temperatura = intensidade dos feixes refletidos decresce enquanto a

largura angular da linha ndo se altera = agitagdo térmica ou deslocamento dos ato-
mos da rede.

Considerar = a posi¢do do dtomo, nominalmente situado em 7, em uma dada tem-
peratura T, varia de acordo com 7; = 7 +u(t), onde u(t) sdo as flutuagdes térmi-

cas, aleatorias, da posigdo de equilibrio do dtomo, em fungdo do tempo. Assim, a
média térmica do fator de estrutura terd termos da forma:

55 — Z 75),]_ e—lG'Tj <e—lG-u>
J

— 1 . média em temperatura

. ’ . —.G_)'_) . 2 — 1 - — 2
desenvolvendo a exponencial em série: <e ‘ “> =1-i(G-u)— 5{(6 - U) !+

=0 = G?{(u?){cos?6) =
=5 {6

Deslocamento médio qua-
drdtico de um dtomo
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Fator de Debye-Waller:

Dependéncia das linhas de reflexdo com a temperatura

Como a intensidade I da onda espalhada é proporcional a |S§|2, temos:

1
| = ]Om-—»fa‘ror de Debye-Waller
|

\

intensidade da onda espalhada pela rede rigida

CIassicamenTe a energia potencial média de um oscilador harménico em 3D é:
(U) = —kBT Assim:
1 3 3kpT  3kpT
(U) = —C(uz)— 5 M) = ksl = (u) = S =

C  Mw?

onde C é a constante de forca do oscilador, M é a massa do atomo e w € a

frequéncia de oscilagdo, com w = /C/M. Com isso, a intensidade do feixe espalha-
do fica:

_ ,I\f,BTz]GZ intensidade da linha decresce
I'=1Iy e M com o aumento da temperatura
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Fator de Debye-Waller:

Dependéncia das linhas de reflexdo com a temperatura

A relagdo I/I, é chamada fator de amortecimento, ou seja, se ele for igual a uni-
dade significa que toda onda incidente é refletida. Se I/I,= 0,9 significa que 90%
da intensidade é a da difragdo coerente ou do espalhamento eldstico nas diregoes
bem definidas pela relagdo de Bragg. Os 10% de intensidade perdida é devido a
espalhamentos ineldsticos, ou fotoionizagdo (um foton de raio-X é absorvido e um
elétron € emitido) ou efeito Compton (um foton de raio-X é espalhado inelas-
ticamente por um elétron; o féton perde energia e um elétron é emitido).

Exemplo: Seja uma rede clbica, com a~3,15 A e C~10 eV/A2. Para G = %”(100)

temos:
c2 = (2n)2 6,38]% _ _ 1
[315] ~4 e kBT~40 eV

Entdo 1 kBT 99% do feixe é espa-

GZ
—=e =e 400( ) — 7100 ~ 1 — ENO 99 == |lhado elasticamente e
0 1% inelasticamente

kBT 1

Se G =%”(222) :>Ii= e ¢ G = e 5000 o 1——~o 90
0

Quanto maior |G|, maior o amortecimento na onda espalhada.
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Fator de Debye-Waller:

O fator de Debye-Waller (amortecimento = !/, ) correspondente a reflexdes

em planos determinados por um certo vetor G é 0,7 para T # 0 (0,9 para T = 0
Determinar o valor do amortecimento quando: a) a temperature for'l’rr'iplicada,‘

b) 0 médulo de G for duplicado para T = 0.

Se tratarmos o oscilador harménico quanticamente, mesmo a T = 0 existe deslo-
camento dos dtomos (energia de ponto zero = OH tridimensional, estado fun-

damental: E = %ha) = %sz(uz) = (u?) = ;—Z) e o fator de Debye-Waller fica:

1 h
T _ -Yuryer _ - [wrge
Iy
knT
I - [-B5|6? o
a) —= e [MwZ]G = e~ AT = (0,7 entdo

Io
—— (IL) = e_:BT, = 3_3BT= (e_'BT)g = (0,7)3 = 0,343
0

h
I - |——|G?2 — 2 ~
b) —= e [ZMw — aG® — 0,9 entao

Iy

! , 4

— (%) — e—a(G )2 _ e_a(ZG)Zz (e—acz) _ (0,9)4 = 0,656
0



Fator de forma atomico

O fator de forma atdmico f; € uma medida do poder de espalhamento do
atomo j na célula. O valor de f depende do nimero e da distribuigdo de
elétrons do dtomo da base, assim como do comprimento de onda e do angu-
lo de espalhamento da radiagdo. Um método cldssico para a determinagdo
do fator de espalhamento leva em conta os efeitos de interferéncia da ra-
diagdo com a densidade eletronica do sélido. Vimos que

= [ni@eorav

onde a integragdo é estendida sobre a concentragdo eletronica de um
dnico atomo (distribuigdo esférico simétria). Supondo que o vetor posigdo
faga um dngulo B com o vetor de translagdo do espago reciproco, temos

1
g = 27r/nj('r)r2dr /1 e~ cosB(cos B) = 47rfnj('r')r2 SenC(TfT)

dr

Supondo que a densidade eletronica total esteja concentrada em r = 0,
somente Gr=0 contribui para o intfegrando. Neste limite temos que
sen(Gr)/(Gr)=1 e f;=Z (ndmero atdmico do dtomo).
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Fator de forma atomico

Outro modo de mostrar que fi = Z: Suponha que a distribuigdo
eletronica é esférico sume’rr'lca e que o dfomo pode ser
repr'esen‘rado como uma esfera pontual em r = 0: n(¥) = Z5(0) e

e~i6T = 1, levando & f=[2Z600)dV = Z.

Como o fator de forma atomico descreve a razdo da amplitude da
radiagdo espalhada pela real distribui¢do eletronica de um dtomo
da célula, o resultado f;=Z indica que ele pode ser descrito como
a razdo da amplitude da radiagdo espalhada por um elétron loca-
lizado naquele ponto. Assim, a distribui¢do eletronica total em um
solido, como vista pela difragdo de raios-X, é muito proxima da-
quela dos respectivos dtomos livres. Esta afirmagdo ndo significa
que os elétrons de valéncia dos dtomos ndo sofram uma redis-
tribui¢do quando formam os cristais. Ela so significa que as in-
tensidades das reflegoes dos raios-X sdo muito bem repre-
sentadas pelos valores dos fatores de forma dos dtomos livres e
ndo sdo muito sensiveis as redistribuicoes dos elétrons.
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RESUMO

1. Os vetores primitivos da rede reciproca Sao:

S d, X ds3 S ds X dy - a, X d,
b1:27T = = = ,b2:2
ldy - ap X as|

" |dy - dy X dg| ;
2. Um vetor de translacéo da rede reciproca possui a forma
G = g,by + goby + gsbs, COM gy, gy, gz = NUMEros inteiros.
3. Varias formulacGes da condicdo de Bragg:
2dsend = m ; Ak =G ; 2k -G = G?.
4. Condigdes de Laue:

C_l)1°AI_(>:2T[gl; C_iz-A/_()=2T[g2, ag‘AEZZT[gg.



RESUMO

5. A amplitude espalhada na direcéo Ak=k —k' =G é proporcional ao fator de
estrutura:

S

L — —iG7; _ —i2n(xih+yk+z?)

5= Y1747 = Y e
j=1

onde s € o nimero de atomos da base e f; € o fator de forma atdmico do j'ésimo atomo.

6. Qualquer funcdo invariante sob translacdo da rede pode ser desenvolvida numa série de

Fourier do tipo
TL(T_”))= Z ng eiG.F
G

7. A primeira zona de Brillouin é a célula primitiva de Wigner-Seitz da rede reciproca.

Somente ondas cujo vetor de onda k, desenhado a partir da origem, que termine na
superficie da zona de Brillouin poderao ser difratadas pelo cristal.
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