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𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥. 𝓒𝓒. 𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Faixas de Energia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

O modelo do gás de elétrons livres para metais nos dá uma boa
ideia sobre a capacidade térmica, as condutividades elétrica e
térmica, etc. No entanto, este modelo falha em nos ajudar a
entender a grande distinção entre metais, semimetais, semi-
condutores e isolantes, além de não ser capaz de explicar a
ocorrência de coeficientes Hall positivos. A diferença entre um
bom condutor e um bom isolante é tremenda. A resistividade
elétrica de um metal puro é tão baixa quanto 10−10 Ωcm (𝑇𝑇 = 1K),
enquanto que a resistividade de um bom isolante pode ser tão
alta quanto 1022Ωcm. O intervalo de 1032 deve ser o maior entre
todas as propriedades físicas de um sólido. Para entender a
diferença básica entre condutores e isolantes devemos estender
o modelo do elétron livre para levar em conta a periodicidade da
rede.



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

(teorema de Bloch)



𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Teorema de Bloch: prova 



𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Teorema de Bloch: prova 



𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Teorema de Bloch: prova 



𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Teorema de Bloch: prova 



Equação de Schrödinger no espaço recíproco

Representação matricial

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Teorema de Bloch: prova 



𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Teorema de Bloch: prova 

Função que tem a pe-
riodicidade do potencial

Teorema de Bloch
Função de Bloch

Esse teorema é talvez o re-
sultado mais importante em
física do estado sólido, pois
estabelece uma forma única
para a solução dos elétrons
em um cristal



𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia 

(Gás de elétrons livres)



fator de fase Função periódica da rede

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Rede unidimensional com parâmetro a



Rede Direta

Rede Recíproca

Vetores da 1a ZB: com

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Rede unidimensional com parâmetro a

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Gás de elétrons livres

Relação de dispersão

1a

ZB

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Rede unidimensional com parâmetro a

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Relação de dispersão

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Rede unidimensional com parâmetro a

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

1a

ZB

0



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a

Rede Direta:

Rede Recíproca:

Vetores da 1a ZB:

Γ X

L



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a

relação de dispersão 
𝜀𝜀 𝑘𝑘 × 𝑘𝑘

Para construirmos as bandas de energia da rede quadrada, utilizando a rela-
ção de dispersão, precisamos escolher uma direção particular dentro da 1a ZB.



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a
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Γ L

𝜀𝜀′

Este ponto tem degenerescência 4

os pontos indicam a degeneres-
cência do ramo (em 𝑚𝑚𝑥𝑥 e  𝑚𝑚𝑦𝑦)5,56

𝜉𝜉 = 1/3 Este valor é encontrado igualando-se 
as energias dos ramos que se cruzam

os índices 𝑛𝑛 dos ramos da curva
de dispersão indicam de qual zo-
na de Brillouin (1a , 2a , 3a, ....)
esta parte do ramo foi trans-
ladada (qual 𝐺⃗𝐺)

Γ

L

2
3 3

𝑚𝑚𝑥𝑥 = 0 e 𝑚𝑚𝑦𝑦 = 1

𝐺⃗𝐺 =
2𝜋𝜋
𝑎𝑎

̂𝚥𝚥

Curva de dispersão na direção 𝚪𝚪𝐋𝐋



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a

No ponto L onde 𝜀𝜀′ = 2, a degenerescência é 4, pois coexistem as 1a , 2a , 3a

e 4a ZB. Como as zonas são separadas por planos de Bragg, os pontos com
degenerescência 4 estão na intersecção de 3 planos de Bragg.



Equação de Schroedinger no espaço recíproco:
Funções de Bloch e potencial periódico

Representação matricial

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de elétrons quase livres

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Instituto de Física

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de elétrons quase livres

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Quebra na degenerescência
da energia

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de elétrons quase livres

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de elétrons quase livres

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Determinados 𝜀𝜀+ e 𝜀𝜀−, podemos escrever as funções de onda correspondents à
estes estados:

Para determinar os coeficientes devemos resolver, para 𝜀𝜀+, a equação

Como 𝜀𝜀+ = 𝜀𝜀0 + |𝑉𝑉|, então

Como, em geral, 𝑉𝑉 é atrativo, então 𝑉𝑉 = −𝑉𝑉 e



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de elétrons quase livres

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Para 𝜀𝜀− = 𝜀𝜀0 − 𝑉𝑉 temos que

E as funções de onda ficam



Gap de energia

1a

ZB

Gás de elétrons livres
e  difração  na  1a ZB

Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de elétrons quase livres

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Faixas de Energia: 
Classificação dos sólidos

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

En
er

gi
a

En
er

gi
a

isolante                semi-metal                  metal

𝜖𝜖𝐹𝐹

En
er

gi
a

𝜖𝜖𝐹𝐹



E

banda de condução
vazia

Região
proibida

Eg > 5 eV

SiO2:  Eg = 𝟗𝟗,𝟎𝟎 eV

Eg < 5 eV elétron

_

Si:  Eg = 𝟏𝟏,𝟏𝟏𝟏𝟏 eV
Ge: Eg = 𝟎𝟎,𝟔𝟔𝟔𝟔 eV
GaAs: Eg = 𝟏𝟏,𝟓𝟓𝟓𝟓 eV

banda de valência
preenchida

banda de condução
vazia

EE

bandas parcialmen-
te preenchidas

Metais em geral

−

isolante              semicondutor                     metal

banda de valência
preenchida

+
buraco

Estrutura de bancas de energia:
Classificação dos sólidos

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Faixas de Energia: 
Estrutura de bancas do diamante

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Átomos de Carbono
𝟔𝟔 elétrons/átomo
𝟐𝟐𝑵𝑵 átomos
𝟏𝟏𝟏𝟏𝑵𝑵 elétrons

C: 𝟏𝟏𝟏𝟏𝟐𝟐 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐 𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐 𝐞𝐞 𝟐𝟐𝟐𝟐 (𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬𝐬)

Banda de condução

2𝑵𝑵 estados
𝟏𝟏𝟏𝟏

6𝑵𝑵 estados

𝟐𝟐𝟐𝟐
2𝑵𝑵 estados

𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟐𝟐𝟐𝟐

Banda de valência

𝟐𝟐𝟐𝟐

𝟏𝟏𝟏𝟏

4𝑵𝑵 elétrons

𝟒𝟒𝟒𝟒 elétrons

En
er

gi
a

Parâmetro de re-
de do diamante

𝟖𝟖𝟖𝟖 elétrons

𝑬𝑬𝒈𝒈

𝟒𝟒𝟒𝟒 elétrons

Separação atômica

𝟒𝟒𝟒𝟒 estados

𝟒𝟒𝟒𝟒 estados

8𝑵𝑵 elétrons
8𝑵𝑵 estados



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a

Rede Direta:

Rede Recíproca:

Vetores da 1a ZB:

Γ X

L



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a

relação de dispersão 
𝜀𝜀 𝑘𝑘 × 𝑘𝑘

Para construirmos as bandas de energia da rede quadrada, utilizando a rela-
ção de dispersão, precisamos escolher uma direção particular dentro da 1a ZB.



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a
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14

16

Γ L

𝜀𝜀′

Este ponto tem degenerescência 4

os pontos indicam a degeneres-
cência do ramo (em 𝑚𝑚𝑥𝑥 e  𝑚𝑚𝑦𝑦)5,56

𝜉𝜉 = 1/3 Este valor é encontrado igualando-se 
as energias dos ramos que se cruzam

os índices 𝑛𝑛 dos ramos da curva
de dispersão indicam de qual zo-
na de Brillouin (1a , 2a , 3a, ....)
esta parte do ramo foi trans-
ladada (qual 𝐺⃗𝐺)

Γ

L

2
3 3

𝑚𝑚𝑥𝑥 = 0 e 𝑚𝑚𝑦𝑦 = 1

𝐺⃗𝐺 =
2𝜋𝜋
𝑎𝑎

̂𝚥𝚥

Curva de dispersão na direção 𝚪𝚪𝐋𝐋



Faixas de Energia: Teorema de Bloch 
Aproximação de rede vazia

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

Rede bidimensional com parâmetro a

No ponto L onde 𝜀𝜀′ = 2, a degenerescência é 4, pois coexistem as 1a , 2a , 3a

e 4a ZB. Como as zonas são separadas por planos de Bragg, os pontos com
degenerescência 4 estão na intersecção de 3 planos de Bragg.
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