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Faixas de Energia

O modelo do gds de elétrons livres para metais nos da uma boa
ideia sobre a capacidade térmica, as condutividades elétrica e
térmica, etc. No entanto, este modelo falha em nos ajudar a
entender a grande distingdo entre metais, semimetais, semi-
condutores e isolantes, além de ndo ser capaz de explicar a
ocorréncia de coeficientes Hall positivos. A diferenga entre um
bom condutor e um bom isolante é tremenda. A resistividade
elétrica de um metal puro é tdo baixa quanto 107° Qcm (T = 1K),
enquanto que a resistividade de um bom isolante pode ser tdo
alta quanto 10%Qcm. O intervalo de 10%# deve ser o maior entre
todas as propriedades fisicas de um sélido. Para entender a
diferenca bdsica entre condutores e isolantes devemos estender
o modelo do elétron livre para levar em conta a periodicidade da
rede.
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

As autofuncoes da eq. de Schrodinger para um potencial periddico

—

U(r) =U(r+ 1),

com ¢ sendo um vetor de translacao da rede cristalina, sao

—

onde uz(7) = uz(7+ £), ou seja, tem a periodicidade do potencial.

Desse modo, a eq. de Schrodinger no espago reciproco fica:

onde G = myb; + mabs + mgsbs sao os vetores de translacao da rede no espaco
reciproco e k sao vetores no espaco reciproco contidos na 1% 7ZB
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Teorema de Bloch: prova

—

Como U(7) = U(7 + £), entao U(7) pode ser desenvolvido em uma série de
Fourier:

_ Z iG-F
U(F) - U@' € )
G
onde GG sao os vetores de translacao da rede no espaco reciproco e

Us=— | U®F) e G g7

célula

OBS.: Desde que a energia potencial € real, devemos ter que Uz = U_ 5.

LucyV.C.As8ati



Teorema de Bloch: prova

Para expressar a funcao de onda no espaco reciproco, devemos impor condicoes
periddicas de contorno, ou seja, a periodicidade da funcao de onda depende das
dimensoes do cristal. Assim, designando por g os vetores do espaco reciproco
(reservando a nomenclatura k para designar os vetores ¢ contidos na 1% ZB),
podemos escrever

U(F) =) Cyelr
g

K2
Resolvendo a equagao de Schrodinger: {——V2 + U(’F)} U(r) = eV(r), te-

2m
mos:
B2 . R -
Energia cinética: —— V? E Cze¥" = — E g>Cz 9T
2m — Y 2m = J
g g

Energia potencial: Z Ugs e'CT Z C- W — Z Z Us Cy (G+g) T
G g G 9
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Teorema de Bloch: prova

Como G e ¢ sao indices mudos de ), entao podemos escrever ¢’ = G + g e

Energia potencial: U (7) ¥U(r) = Z Z UgCyi_g€”

Trocando §’ = g e G = G’

Energia potencial: U (7) W(7) = Z Z Usi C_ oG

Finalmente, a equacao de Schrodinger escreve-se:

igr ) [1° 9
Z © om © Og T Z Ué! O'a_é, =0
G,’
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Teorema de Bloch: prova

Podemos, ainda, escrever os vetores ¢ do espaco reciproco em funcao dos
vetores k contidos na 1¢ ZB e dos vetores G de translacao da rede reciproca:
g = k — G} e escrever

h2 /o 2
[% (k B G) - 5] Cra+) UsCrca=

e o conjunto de equacoes de Schrodinger no espaco reciproco é

B2 i N2
{% (k - G) e] CE_G;+ZU-,_5 Cr sy =0
Gf
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Teorema de Bloch: prova

- {%(E — él)Q — 6} UéQ*él Uén*él [ CE—G'} i
Ué1—é2 {%(E — 62)2 — 8} Uén_éZ C]-Z—C_jg
. =0
ST | P
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Teorema de Bloch: prova

Esse conjunto de equacoes, para um valor fixo de k na 1¢ ZB e para todos
os vetores de translacao G da rede reciproca, acopla somente os coeficien-
tes C' cujos vetores de onda diferem de k por um vetor de translacao da
rede reciproca. O problema original se separa em N equacoes indepen-
dentes para cada vetor k na 1¢ ZB. Cada equacao ¢ um problema cujas
solucoes sao superposicoes de ondas planas contendo o vetor de onda k e so-

mente os vetores que diferem de k£ por um vetor de translagao da rede reciproca.
Assim, podemos escrever que

U (7) = Z Cr s ci(k=G) T _ jik-T Z Cr QiGT

— —

G G

P — Funcdo que tem a pe-
(7) riodicidade do potencial

As autofuncoes podem ser expressas de duas formas equivalentes:

Esse teorema é talvez o re- -
sultado mais importante em Wrp(r) = e "up(7)| = Teorema de Bloch

fisica do estado sdlido, pois ~
es’rabelecle ugnadformﬁ, Gnica ql%": ungdo de Bloch
para a solugao dos eletrons |\ 7 7\ — ikl

em um cristal Wi +6) = e 0g(r)
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Aproxima¢do de rede vazia
(Gas de elétrons livres)

Na aproximacao de rede vazia tomamos U(7) = 0 e, portanto, U, g_a="Uo ¢
constante e podemos tomar Uy = 0. O conjunto de equacoes de Schrodinger a
ser resolvido é

2m

[f’i (E—é)g—e] Ce =0

Para um dado G tal que Cr_& # 0, a solugao nao trivial dessa equagao é
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Rede unidimensional com parametro a

Up(z) = e*u(z) onde wu(z)=u(z+a)

N\

fator de fase Funcéao periddica da rede

Re [y(x)]

v \\}IUF WJV M,X

Substituindo k por k+G, onde G sao os vetores de translacao da rede reciproca,
. o~ . . ;27 . N

a condicao de Bloch fica satisfeita (e!=“ = 1) e k fica restrito a 12 ZB

(~z<k<)
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Rede unidimensional com parametro a

Rede Direta

a=axg {=ma# (m=n® inteiro)

Rede Reciproca

S - 2T
b=2—7Tj§ G =n—x (n = n2 inteiro)
a a

Vetores da 19 7B: k = k,x com —

l
|
A
%

8
A

o[
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Rede unidimensional com parametro a

Relagdo de dispersdo

&

EFI
(ov T

93 |ﬂ ———— - L R N

|
o [

LucyV.C.As8ati



Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Rede unidimensional com parametro a

Relacgdo de dispersdo

N

O —
k, —> a
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproximag¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a

Rede Direta: ¢ = {1ai + {>a 7 ¢1,¢2 = nameros inteiros
Rede Reciproca: G = m, %ﬁf}j + m,, %}T j  mg,m, = nameros inteiros
Vetores da 1° ZB: k= ki + ky { /e < ke < m/a
—r/a < k, < w/a
— L ‘T = (0,0)
F{::""X I = 2(1,0)
L = 2(1,1)

2 /o N2 h? 27 2 27T 2
e= 5 (F=6) ‘%ka‘zmm) *(’Cv‘zmv)
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproxima¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a

k k
S ] . — = S
ejam Ex yp e &y yp
~ hQ’sz .
entao: €= 53 {(fx —2mg)” + (& — me)2_
ou: | & = 528—2 = (&, — 2mg)? + (&, — 2m,)? [ relagdo de dispersdo
2m7;2 s(k) X k

Para construirmos as bandas de energia da rede quadrada, utilizando a rela-
cao de dispersao, precisamos escolher uma direcao particular dentro da 12 ZB.

diregao I'X : & =0 e 0<& <1 = = (& —2my)° + 47’”3
direcio T'L : =& =§ e 0<¢<1 *5’:(5_2”’59«")24‘(5_2”’5@:)2
direcaio XL : &, =1 e 0<& <1 —&=(1- me)Q + (&y — zmy)Q
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproximag¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a

direcio T'L : & =&, =& e 0<¢<1 —>5’:(§—Qmm)2+(5_2my)2

Atribuindo valores para m, e m, (diferentes vetores de translagao C_j)

E
=

S Nl =IO == =IO
I
N Ol == Ol OO
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproximag¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a
diregio TL : & =& =¢ e 0<E<1  —& =(6—2my)° + (€ —2m,y)”

Curva de dispersdo na diregdo TL

!

.. E
os indices n dos ramos da curva

de dispersdo indicam de qual zo-

na de Brillouin (12 , 22, 32, ...) 16
esta parte do ramo foi trans-
ladada (qual G) 14
12
< L 10
A
e 8
rd
{ » 0S pontos indicam a degeneres-
556 7 %E céncia do ramo (em m, e m,)
/’ /4
3 E /3 2 Este ponto tem degenerescéncia 4
I L
m,=0em,=1 =
x o y ¢ =137 Este valor é encontrado igualando-se
G =214 as energias dos ramos que se cruzam
a J
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproximag¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a
diregio TL : & =6, =¢ e 0<E<1 —¢& =(E—2my)” + (€ —2m,)°

No ponto L onde ¢’ = 2, a degenerescéncia é 4, pois coexistem as 12 , 22 | 32
e 42 ZB. Como as zonas sao separadas por planos de Bragg, os pontos com
degenerescéncia 4 estdo na interseccao de 3 planos de Bragg.
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Aproximagdo de elétrons quase livres

Equacao de Schroedinger no espaco reciproco:
Funcdes de Bloch e potencial periddico

[ 2 = — -
(k= Gh)? — ¢} Ug,é, Us ¢ O
A
Uz o (k=GP —c} . Us &, Cr_a,
Z. . _ 0
Us g Gee b {E( -G —e} | L Cia,
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Aproximag¢do de elétrons quase livres

Para o caso degenerado, supondo que para um dado ke para todo

G+ Gy e Gy, tal que

(k)4

SRR
;r—-

teremos que os unicos termos diferentes de zero fora da diagonal, na
equacao matricial serao Ua _a eUg _g, e devemos resolver a equacao
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Aproximagdo de elétrons quase livres

Para o caso bidegenerado onde, na aproximacao de rede vazia, os
autovalores eram €, a solucao nao trivial da equacao é:

e=¢e"x|Ugs _g,|

ou

onde Ug _5 =V ~
»

/

(R}

N
N

o

Quebra na degenerescéncia
da energia
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Aproximag¢do de elétrons quase livres

Determinados ¢, e ¢_, podemos escrever as fun¢des de onda correspondents a
estes estados:

Para determinar os coeficientes devemos resolver, para €, , a equacao

C+
—Gh

C+

—&4 +€0 V
V —&4 —I-EO

Go

Como &, = &% + |V|, entdo

_ CJr
vl v i I I B G
VooVl of 0 k=Gi V] k=G
k—Go
Como, em geral, V € atrativo, entdo |V| = -V e
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Aproximagdo de elétrons quase livres

Parae_ = % — |V| temos que
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch
Aproximagdo de elétrons quase livres

E

@ Eg:2\V|

0

o |3
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Faixas de Energia:
Classificagcdo dos sélidos

Isolante semi-metal metal
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Estrutura de bancas de energia:
Classificagdo dos solidos

ISolante semicondutor metal

banda de conducao

vazia
1 banda de conducao
Regido |E >5eV vazia .
ibid g elétron
proibida E,<5eV
v +/buraco
banda de valéncia banda de valéncia
preenchida preenchida
. Si:t Eg= 1,17 eV Metais em geral
S0, E;=9,0eV Ge: E, = 0,67 eV

GaAs: Eg = 1,52eV
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Faixas de Energia:
Estrutura de bancas do diamante

C: 1s2 2s2 2p2

Atomos de Carbono
6 elétrons/atomo

Banda de conduciao 2N dtomos
8N estados .
4N estados 25 @ A (sp3){ 8N elétrons 12N elétrons
6N estados

4N elétrons

2N estados
4N elétrons

4N estados
8N elétrons

Banda de valéncia

1s
2N estados

4N elétrons

1s

Separagdo atomica

Pardmetro de re-
de do diamante

LucyV.C.As8ati



Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproximag¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a

Rede Direta: ¢ = {1ai + {>a 7 ¢1,¢2 = nameros inteiros
Rede Reciproca: G = m, %ﬁf}j + m,, %}T j  mg,m, = nameros inteiros
Vetores da 1° ZB: k= ki + ky { /e < ke < m/a
—r/a < k, < w/a
— L ‘T = (0,0)
F{::""X I = 2(1,0)
L = 2(1,1)

2 /o N2 h? 27 2 27T 2
e= 5 (F=6) ‘%ka‘zmm) *(’Cv‘zmv)
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproxima¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a

k k
S ] . — = S
ejam Ex yp e &y yp
~ hQ’sz .
entao: €= 53 {(fx —2mg)” + (& — me)2_
ou: | & = 528—2 = (&, — 2mg)? + (&, — 2m,)? [ relagdo de dispersdo
2m7;2 s(k) X k

Para construirmos as bandas de energia da rede quadrada, utilizando a rela-
cao de dispersao, precisamos escolher uma direcao particular dentro da 12 ZB.

diregao I'X : & =0 e 0<& <1 = = (& —2my)° + 47’”3
direcio T'L : =& =§ e 0<¢<1 *5’:(5_2”’59«")24‘(5_2”’5@:)2
direcaio XL : &, =1 e 0<& <1 —&=(1- me)Q + (&y — zmy)Q
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproximag¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a

direcio T'L : & =&, =& e 0<¢<1 —>5’:(§—Qmm)2+(5_2my)2

Atribuindo valores para m, e m, (diferentes vetores de translagao C_j)

E
=

S Nl =IO == =IO
I
N Ol == Ol OO
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproximag¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a
diregio TL : & =& =¢ e 0<E<1  —& =(6—2my)° + (€ —2m,y)”

Curva de dispersdo na diregdo TL

!

.. E
os indices n dos ramos da curva

de dispersdo indicam de qual zo-

na de Brillouin (12 , 22, 32, ...) 16
esta parte do ramo foi trans-
ladada (qual G) 14
12
< L 10
A
e 8
rd
{ » 0S pontos indicam a degeneres-
556 7 %E céncia do ramo (em m, e m,)
/’ /4
3 E /3 2 Este ponto tem degenerescéncia 4
I L
m,=0em,=1 =
x o y ¢ =137 Este valor é encontrado igualando-se
G =214 as energias dos ramos que se cruzam
a J
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Faixas de Energia: Teorema de Bloch

Aproximag¢do de rede vazia
Rede bidimensional com parametro a
diregio TL : & =6, =¢ e 0<E<1 —¢& =(E—2my)” + (€ —2m,)°

No ponto L onde ¢’ = 2, a degenerescéncia é 4, pois coexistem as 12 , 22 | 32
e 42 ZB. Como as zonas sao separadas por planos de Bragg, os pontos com
degenerescéncia 4 estdo na interseccao de 3 planos de Bragg.
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